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Was ist berechenbar?

Frage

Welche Funktionen/Mengen sind berechenbar?

Idee

I Eine Funktion f : N −→ N ist berechenbar,
wenn es eine

”
Maschine“ M mit folgender Eigenschaft gibt:

Für jedes n ∈ N liefert M bei Eingabe von n
nach endlich vielen Schritten das Ergebnis f (n).

I Eine Teilmenge A ⊂ N ist berechenbar,
wenn es eine

”
Maschine“ M mit folgender Eigenschaft gibt:

Die Maschine akzeptiert n genau dann als korrekte Eingabe,
wenn n ∈ A ist.

Frage

Was ist eine
”
Maschine“?!
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Turingmaschinen

Eine Turingmaschine

I hat interne Zustände,

I kann auf einem (beidseitig unendlichen) Band
das Symbol an der momentanen Position lesen,

I kann abhängig vom internen Zustand und vom gelesenen Symbol
I den internen Zustand wechseln,
I ein neues Symbol an diese Stelle schreiben und
I die Band-Position nach links oder rechts ändern.

I Zu Beginn befindet sich die Turingmaschine im Startzustand,
das Band ist mit einer endlichen Eingabefolge beschriftet.

I Ist der aktuelle interne Zustand ein Endzustand,
so terminiert die Ausführung, die Eingabe wird akzeptiert,
und der aktuelle Bandinhalt ist das Ergebnis der Berechnung. Sonst:

I Ist für die aktuelle Konfiguration keine Aktion spezifiziert,
so terminiert die Ausführung und die Eingabe wird nicht akzeptiert.
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so terminiert die Ausführung, die Eingabe wird akzeptiert,
und der aktuelle Bandinhalt ist das Ergebnis der Berechnung. Sonst:

I Ist für die aktuelle Konfiguration keine Aktion spezifiziert,
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Beispiele für Turingmaschinen

start
0 | R | 0 0 | R | 0

I Eingabe 00 :

0 0 0 0 0 0

terminiert und akzeptiert

I Eingabe 01 :

0 1 0 1

terminiert, aber akzeptiert nicht

I Eingabe 001:

0 0 1 0 0 1 0 0 1

terminiert und akzeptiert

Funktionalitiät

I akzeptiert genau die Eingaben, die mit 00 beginnen

I verändert die Eingabe nicht
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Clara Löh Berechenbar! 4 / 20



Beispiele für Turingmaschinen

start

0 | R | 0

1 | R | 0

� | R | 0

Funktionalitiät

I Schreibt (nach rechts) alles zu Nullen um,

I terminiert nicht
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Beispiele für Turingmaschinen
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Funktionalitiät

I vertauscht in der Eingabe 0 und 1

I akzeptiert alle Eingaben
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Beispiele für Turingmaschinen
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Funktionalitiät

I akzeptiert genau die Eingaben mit einer ungeraden Anzahl von Nullen

I lässt die Eingabe unverändert
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I lässt die Eingabe unverändert
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Beispiele für Turingmaschinen

start

0 | R | 0

� | R | 0

Funktionalitiät

I akzeptiert nur 0 . . . 0 als Eingabe

I und hängt dann 0 an die Eingabe an
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Beispiele für Turingmaschinen
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Funktionalitiät

I akzeptiert alle Eingaben
I genau dann, wenn die Eingabe mindestens eine 1 enthält,

wird die gesamte Eingabe durch Einsen ersetzt
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Ist das nicht ein bisschen wenig?

Church’sche These

Alles, was
”
intuitiv berechenbar“ ist, kann durch Turingmaschinen

berechnet werden.

Kann man dies beweisen? Nein, denn:

I
”
intuitiv berechenbar“ ist nicht präzisierbar.

Ist die Chursch’sche These plausibel? Ja, denn:

I Viele andere Modelle haben sich als gleichwertig herausgestellt.

I Viele Dinge lassen sich damit tatsächlich berechnen.

I Die heutigen Computer sind Varianten von Turingmaschinen.

Clara Löh Berechenbar! 10 / 20



Ist das nicht ein bisschen wenig?

Church’sche These

Alles, was
”
intuitiv berechenbar“ ist, kann durch Turingmaschinen

berechnet werden.

Kann man dies beweisen? Nein, denn:

I
”
intuitiv berechenbar“ ist nicht präzisierbar.
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Turing-Vollständigkeit

Definition

Eine Programmiersprache ist Turing-vollständig, wenn sich darin
Turing-Maschinen simulieren lassen.

Turing-vollständige Programmiersprachen sind z.B.:
I C, C++, C#, Fortran, Java
I Haskell, ML
I Postscript
I TEX
I Magic: The Gathering, Minecraft
I . . .

Nicht Turing-vollständig sind z.B.:
I endliche Automaten
I Epigram
I . . .
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Das Halteproblem

Frage

Gibt es ein Programm,
das für alle Programme im Voraus feststellen kann,
ob sie bei der Ausführung terminieren oder nicht?

Frage

Gibt es eine Turingmaschine,
die für jede Turingmaschine und jede Eingabe entscheiden kann,
ob die gegebene Turingmaschine auf dieser Eingabe terminiert?

Frage

Wie können wir diese Frage für Turingmaschinen exakt formulieren?

Clara Löh Unberechenbar? 12 / 20
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Kannibalismus!

Idee

Um Turingmaschinen als Eingabe in Turingmaschinen zu verwenden,
müssen wir Turingmaschinen als Zeichenfolgen über {0, 1} kodieren.

Dazu kodieren wir die

I Zustandsmenge

I die Übergangsfunktion

I den Startzustand

I die akzeptierenden Endzustände

als eine geeignete Folge von Nullen und Einsen:

Turingmaschine M 7−→ C (M) ∈ {0, 1}∗

Clara Löh Unberechenbar? 13 / 20
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Das Halteproblem, formaler

Frage

Gibt es eine Turingmaschine H auf dem Alphabet {0, 1,�} mit

L(H) =
{
C (M)� w

∣∣ M ist eine Turingmaschine, w ∈ {0, 1}∗

und M terminiert bei der Eingabe w
}
,

die auf allen Eingaben terminiert?

Dabei ist

L(H) :=
{
w ∈ {0, 1,�}∗

∣∣ H terminiert bei Eingabe von w

in einem Endzustand
}

die von H akzeptierte Menge/Sprache.

Clara Löh Unberechenbar? 14 / 20
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Universelle Turingmaschinen

Idee

Wir können eine universelle Turingmaschine U auf {0, 1,�} bauen,
in der wir alle Turingmaschinen simulieren können.

Genauer gilt für U:
Ist M eine Turingmaschine auf {0, 1} und ist w ∈ {0, 1}∗,
so passiert bei Eingabe von wM := C (M)� w in U folgendes:

I Falls M bei Eingabe von w terminiert, so terminiert auch U bei
Eingabe von wM ; die Turingmaschine U akzeptiert wM genau dann,
wenn M die Eingabe w akzeptiert und beide Maschinen zeigen
denselben Bandinhalt im Endzustand.

I Falls M bei Eingabe von w nicht terminiert, so terminiert auch U bei
Eingabe von wM nicht.

Damit können wir das Halteproblem
”
halb“ lösen.
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Unlösbarkeit des Halteproblems

Frage

Woher können wir im Voraus wissen, dass eine Berechnung nicht
terminieren wird?

Idee

Wir würden also gerne einen Widerspruch daraus ableiten,
dass man im Voraus weiß, ob Berechnungen terminieren oder nicht.

Idee

Wir übersetzen das folgende Standardparadoxon in Turingmaschinen:
Der T-Rex frisst genau die Dinos, die sich nicht selbst fressen.

Frisst sich der T-Rex selbst?!
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Unlösbarkeit des Halteproblems

Satz

Es gibt keine Turingmaschine H auf dem Alphabet {0, 1,�} mit

L(H) =
{
C (M)� w

∣∣ M ist eine Turingmaschine, w ∈ {0, 1}∗

und M terminiert bei der Eingabe w
}
,

die auf allen Eingaben terminiert.

Beweis.

Angenommen, es gäbe ein solche Turingmaschine H.
Aus H konstruieren wir eine Turingmaschine T (T-Rex!) auf dem
Alphabet {0, 1} mit

L(T ) =
{
C (M)

∣∣ M ist eine Turingmaschine,

und M terminiert nicht bei der Eingabe C (M)
}
,

die nur auf den Eingaben aus L(T ) terminiert.
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Unlösbarkeit des Halteproblems

Beweis (Fortsetzung).

Die Turingmaschine T terminiert nur auf den Eingaben aus L(T ) und

L(T ) =
{
C (M)

∣∣ M ist eine Turingmaschine,

und M terminiert nicht bei der Eingabe C (M)
}
.

Ist C (T ) ∈ L(T ) ?! (Frisst sich der T-Rex selbst?!)

I Falls C (T ) ∈ L(T ),
so terminiert T bei der Eingabe C (T ) nicht (Definition von L(T )).
Dies steht aber im Widerspruch zu C (T ) ∈ L(T ).

I Falls C (T ) 6∈ L(T ),
so terminiert T bei der Eingabe C (T ) nicht (Definition von T ).
Dann ist aber C (T ) ∈ L(T ) (Definition von L(T )), Widerspruch.

Was lernen wir daraus?

I Also kann es T nicht geben.

I Also kann es H nicht geben.
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Na und?

Konsequenzen der Unlösbarkeit des Halteproblems im Alltag:

I Es gibt kein C-Programm, das für jedes C-Programm feststellen kann,
ob dieses bei der Ausführung terminiert oder nicht.

I Programmiersprachen, die nur terminierende Programme ermöglichen,
sind notwendigerweise nicht Turing-vollständig.

Konsequenzen der Unlösbarkeit des Halteproblems in der Mathematik:

I Viele Arten von Gleichungssystemen können im allgemeinen nicht
algorithmisch gelöst werden.

I Viele Klassifikationsprobleme sind algorithmisch unlösbar.
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