1, 2, 3, ...zu viele

Clara Loh, 04/2019, Universitat fur Kinder
Fakultat fir Mathematik. Universitat Regensburg

I
. =

FUR KINDER
Universitat Regensburg 2019



Willkommen an der Universitat fur Kinder!

Clara Loh 2



e

Willkommen an der Universitat fur #sdew Zahlen!

Clara Loh 2



Willkommen an der Universitat fiir &% Zahlen!

1+1

PP
[©) ©

Fragen

» Kann ,alles” berechnet werden?

Clara Loh



Willkommen an der Universitat fiir &% Zahlen!

1+1

PP
[©) ©

Fragen

» Kann ,alles” berechnet werden?
» Kann jede Zahl berechnet werden?

Clara Loh



Willkommen an der Universitat fiir &% Zahlen!

1+1

PP
[©) ©

Fragen
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» Kann jede Zahl berechnet werden?
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Welche Zahlen gibt es?
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Welche Zahlen gibt es?
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» naturliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...
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Welche Zahlen gibt es?
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» naturliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...
» ganze Zahlen: e, =3, =2, —1,0, 1, 2, 3, ...

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Welche Zahlen gibt es?
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» naturliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...
» ganze Zahlen: e, =3, =2, —1,0, 1, 2, 3, ...

> rationale Zahlen: 3, 3, 505, —3. ..
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Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Welche Zahlen gibt es?

2.2020020002 ...
V2 T

naturliche Zahlen: 0, 1, 2, 3, ...
ganze Zahlen: e, =3, -2, -1,0,1, 2, 3, ...
rationale Zahlen: 3, 3, 545, —3. ...
reelle Zahlen: V2, m, 2.202002000200002 ..., ...
Diese flllen den Zahlenstrahl [lickenlos aus.
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Beobachtung
Es gibt keine grofte naturliche Zahl.
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Beobachtung %Q\Ne'\g(\'

Es gibt keine grofte naturliche Zahl.
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Beobachtung e

Es gibt keine grofte naturliche Zahl.

Denn:
» Angenommen, es gabe eine grofte natirliche Zahl, Xérxillion.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Beobachtung e

Es gibt keine grofte naturliche Zahl.

Denn:

» Angenommen, es gabe eine grofte natirliche Zahl, Xérxillion.

» Dann ware Xorxillion + 1 auch eine naturliche Zahl,
die aber groler als Xorxillion ist.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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Beobachtung %e\,\ue\g(\'

Es gibt keine grofte naturliche Zahl.

Denn:

» Angenommen, es gabe eine grofte natirliche Zahl, Xérxillion.

» Dann ware Xorxillion + 1 auch eine naturliche Zahl,
die aber groler als Xorxillion ist.

» Dieser Widerspruch zeigt, dass es keine grofSte naturliche Zahl gibt.
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Wie grolSe/Wie viele naturliche Zahlen gibt es?
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g * S © S © S
o 1 2 3

west

Beobachtung e

Es gibt keine grofte naturliche Zahl.

Denn:
» Angenommen, es gabe eine grofte natirliche Zahl, Xérxillion.

» Dann ware Xorxillion + 1 auch eine naturliche Zahl,
die aber groler als Xorxillion ist.

» Dieser Widerspruch zeigt, dass es keine grofSte naturliche Zahl gibt.

Antwort

Also gibt es unendlich viele naturliche Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Wie viele ganze Zahlen gibt es?
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Wie viele ganze Zahlen gibt es?
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Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele ganze Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Wie viele ganze Zahlen gibt es?
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Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele ganze Zahlen.

Frage

Gibt es wirklich mehr ganze Zahlen als naturliche Zahlen?

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Wie viele ganze Zahlen gibt es?
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Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele ganze Zahlen.

Frage

Gibt es wirklich mehr ganze Zahlen als naturliche Zahlen?

Wir machen ein Experiment an der Universitat fir Zahlen!

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Experiment
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:
ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!
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Experiment
» Audimax der Universitat Regensburg:
ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!

» Audinax der Universitat fur Zahlen:
je ein Platz fur jede naturliche Zahl

M 1M MmN n
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:

ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!
» Audinax der Universitat fur Zahlen:

je ein Platz fur jede naturliche Zahl

4 # 4 B B R
M 1M MmN n
0 1 2 3 4 5 6 7
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:

ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!
» Audinax der Universitat fur Zahlen:

je ein Platz fur jede naturliche Zahl
» Passen die ganzen Zahlen ins Audinax?

1 —1

0 —2 -3
¥ @
M "

0 1

2 3 4
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ @
M 1 nm "nm N
2 3 4 5 6 7
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:

ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!
» Audinax der Universitat fur Zahlen:

je ein Platz fur jede naturliche Zahl
» Passen die ganzen Zahlen ins Audinax?

1 —1

0 —2 -3
¥ @
M "

0 1

2 3
¥ ¥ @ @ @
M M1 "N "N n
2 3 4 5 6

Ergebnis

Die ganzen Zahlen passen also ins Audinax!
wenn auch in ungewohnter Reihenfolge
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Experiment

» Audimax der Universitat Regensburg:

ca. 1500 Platze viel zu winzig fur unser Experiment!
» Audinax der Universitat fur Zahlen:

je ein Platz fur jede naturliche Zahl
» Passen die ganzen Zahlen ins Audinax?

1 —1

0 —2 -3
¥ @
M "

0 1

2 3
¥ ¥ @ @ @
M M1 "N "N n
2 3 4 5 6

Ergebnis

Die ganzen Zahlen passen also ins Audinax!
wenn auch in ungewohnter Reihenfolge
Es gibt gleich viele natdrliche und ganze Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Wie viele rationale Zahlen gibt es?

Welche und wie viele Zahlen gibt es?
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Wie viele rationale Zahlen gibt es?

G
v

efleflel el el
ATV

Rationale Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen Zahlen

» alle Briche aus ganzen Zahlen
1 1 1 5

» z.B.: 3¢ 31 30190 — 31 -
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Wie viele rationale Zahlen gibt es?
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Rationale Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen Zahlen

» alle Briche aus ganzen Zahlen

1 1 1 5

» z.B.: 3¢ 31 30190 — 31 -

Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele rationale Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Wie viele rationale Zahlen gibt es?
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Rationale Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen Zahlen

» alle Briche aus ganzen Zahlen

1 1 1 5

» z.B.: 3¢ 31 30190 — 31 -

Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele rationale Zahlen.

Frage

Passen die rationalen Zahlen ins Audinax?

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Passen die rationalen Zahlen ins Audinax?

® 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5
T 1T 1t 11
Tt 2 3 4 5

R S
Tt 2 3 4 5

3 5 5§ 3 3 3
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Passen die rationalen Zahlen ins Audinax?
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Passen die rationalen Zahlen ins Audinax?

Antwort

Da man die rationalen Zahlen durch natirliche Zahlen numerieren kann,
wenn auch in ungewohnter Reihenfolge,
gibt es gleich viele natirliche und rationale Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Wie viele reelle Zahlen gibt es?
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2.2020020002 ...
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Wie viele reelle Zahlen gibt es?
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Reelle Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen/rationalen Zahlen
» alle Zahlen, die sich als (unendliche) Dezimalbriiche darstellen lassen
» 2.B.V/2, m, 2.202002000200002..., ...

Clara Loh Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Wie viele reelle Zahlen gibt es?
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Reelle Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen/rationalen Zahlen
» alle Zahlen, die sich als (unendliche) Dezimalbriiche darstellen lassen
» 2.B.V/2, m, 2.202002000200002..., ...

Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele reelle Zahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es? 9



Wie viele reelle Zahlen gibt es?
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-3 -2 0 1v2 2 3
2.2020020002 ...

Reelle Zahlen sind:
» alle natlrlichen/ganzen/rationalen Zahlen
» alle Zahlen, die sich als (unendliche) Dezimalbriiche darstellen lassen
» 2.B.v/2, m, 2.202002000200002 ...,

Antwort

Da es bereits unendlich viele naturliche Zahlen gibt,
gibt es auch unendlich viele reelle Zahlen.

Frage

Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Passen die reellen Zahlen ins Audinax?
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Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.
Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1 0. irgendwas

irgendwas

A~ W N

0
0. irgendwas
0

irgendwas
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Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.

Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1

A~ W N

Clara Loh

0.

daii1di2di13di14 -

0. a1 axza230G24 -
0.
0

ds,1d32d33d34 -

. 041042043044 ---

Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.

Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1 0. 01,2 a;3di4 -
0. 02,102,3 az4 -
0. as 03,2(1314
0. 44,104, 04’3

A~ W N
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Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.

Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1

A~ W N

0. @01,2 a;3di4 -
0. 02,1@02,3 az4 -
0. as 03,2®a3l4
0. 44,104, 04’3

X {1 falls anpn # 1

2 fallsa,,=1

» Wir betrachten dann die reelle Zahl x := 0.x1x2X3 ...

Clara Loh
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Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.
Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1 0. @01,2 a3z dia -
0. 02,1@02,3 a4 - {1 falls ann # 1
Xn =

0. asn a3,2®a314 2 falls app =1

0. Qa1 Aap 04,3

» Wir betrachten dann die reelle Zahl x := 0.x1x2X3 ...

A~ W N

» Ware x an Position n der Liste, so musste x,, = ap, sein.
Nach Konstruktion ist dies jedoch nicht der Fall.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es? 10



Passen die reellen Zahlen ins Audinax?

Angenommen, man konnte die reellen Zahlen aufzahlen.
Dann erst recht auch alle reellen Zahlen zwischen 0 und 1.

» Wir erhalten somit eine Liste

1 0. ®G1,2 a3z dia -
0. 02,1@02,3 a4 - {1 falls ann # 1
Xn =

0. a3 a3,2®a314 2 falls app =1

0. Qa1 Aap 04,3

» Wir betrachten dann die reelle Zahl x := 0.x1x2X3 ...

A~ W N

» Ware x an Position n der Liste, so musste x,, = ap, sein.
Nach Konstruktion ist dies jedoch nicht der Fall.

» Also steht x nicht in unserer Listel
Somit sind die reellen Zahlen nicht abzahlbar.

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es? 10



Zahlen: Zusammenfassung
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Zahlen: Zusammenfassung

» Die ganzen/rationalen Zahlen sind abzahlbar.
» Die reellen Zahlen sind nicht abzahlbar.
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Zahlen: Zusammenfassung

» Die ganzen/rationalen Zahlen sind abzahlbar.
» Die reellen Zahlen sind nicht abzahlbar.

Wer hat's erfunden/entdeckt?
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Zahlen: Zusammenfassung

» Die ganzen/rationalen Zahlen sind abzahlbar.
» Die reellen Zahlen sind nicht abzahlbar.

Wer hat's erfunden/entdeckt? Georg Cantor (1871)

© Mathematische Gesellschaft (Hamburg)
Bildarchiv des Mathematischen Forschungsinstituts Oberwolfach

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Zahlen: Zusammenfassung

» Die ganzen/rationalen Zahlen sind abzahlbar.
» Die reellen Zahlen sind nicht abzahlbar.

Wer hat's erfunden/entdeckt? Georg Cantor (1871)

© Mathematische Gesellschaft (Hamburg)
Bildarchiv des Mathematischen Forschungsinstituts Oberwolfach

Frage

Was hat das mit Berechenbarkeit zu tun?

Clara L6h Welche und wie viele Zahlen gibt es?



Berechenbarkeit
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Kann jede Zahl berechnet werden?



Berechenbarkeit

Idee

Wir definieren Berechenbarkeit durch Computerprogramme.
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Berechenbarkeit

Idee

Wir definieren Berechenbarkeit durch Computerprogramme.

» Ein Computerpogramm ist eine endliche Liste von Symbolen eines
entsprechenden Alphabets (z.B. Unicode).

print("Hello World")
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Berechenbarkeit

Idee
Wir definieren Berechenbarkeit durch Computerprogramme.

» Ein Computerpogramm ist eine endliche Liste von Symbolen eines
entsprechenden Alphabets (z.B. Unicode).

print("Hello World")

» Eine Zahl ist berechenbar, wenn es ein Computerprogramm gibt,
das Schritt fUr Schritt alle Ziffern der Zahl der Reihe nach ausgibt.

2.202002000200002000002000000200000002 ...
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Berechenbarkeit

Idee
Wir definieren Berechenbarkeit durch Computerprogramme.

» Ein Computerpogramm ist eine endliche Liste von Symbolen eines
entsprechenden Alphabets (z.B. Unicode).

print("Hello World")

» Eine Zahl ist berechenbar, wenn es ein Computerprogramm gibt,
das Schritt fUr Schritt alle Ziffern der Zahl der Reihe nach ausgibt.

2.202002000200002000002000000200000002 ...

» Ein Computerprogramm muss nicht unbedingt stoppen,
aber jede Ziffer muss nach endlicher Wartezeit ausgegeben werden.
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Berechenbarkeit

Idee
Wir definieren Berechenbarkeit durch Computerprogramme.
» Ein Computerpogramm ist eine endliche Liste von Symbolen eines
entsprechenden Alphabets (z.B. Unicode).
print("Hello World")
» Eine Zahl ist berechenbar, wenn es ein Computerprogramm gibt,
das Schritt fUr Schritt alle Ziffern der Zahl der Reihe nach ausgibt.

2.202002000200002000002000000200000002 ...

» Ein Computerprogramm muss nicht unbedingt stoppen,
aber jede Ziffer muss nach endlicher Wartezeit ausgegeben werden.

» AulRerdem nehmen wir an, dass wir beliebig viel Speicherplatz
zur Verfugung haben.

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Kann jede naturliche Zahl berechnet werden?

Clara Loh Kann jede Zahl berechnet werden?



Kann jede naturliche Zahl berechnet werden?

» Ist n eine naturliche Zahl, so ist die Dezimaldarstellung von n
eine endliche Liste von Ziffern.

» Ein Programm, das diese Liste Schritt fur Schritt ausgibt,
berechnet somit n.

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Kann jede naturliche Zahl berechnet werden?

» Ist n eine naturliche Zahl, so ist die Dezimaldarstellung von n
eine endliche Liste von Ziffern.

» Ein Programm, das diese Liste Schritt fur Schritt ausgibt,
berechnet somit n.

Antwort

Jede naturliche Zahl kann berechnet werden.
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Kann jede naturliche Zahl berechnet werden?

» Ist n eine naturliche Zahl, so ist die Dezimaldarstellung von n
eine endliche Liste von Ziffern.

» Ein Programm, das diese Liste Schritt fur Schritt ausgibt,
berechnet somit n.
Antwort

Jede naturliche Zahl kann berechnet werden.

Aulerdem gilt:
» Jede ganze Zahl ist berechenbar.

» Jede rationale Zahl ist berechenbar (als Dezimalbruch)
zB. 1 =0.3333333...

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Kann jede reelle Zahl berechnet werden?
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Kann jede reelle Zahl berechnet werden?

Manche irrationalen Zahlen kdnnen berechnet werden, zum Beispiel:
» 2.2020020002 ...
> \/i

> T

pi = g(1,0,1,1,3,3) where
g(q,r,t,k,n,1) = if 4xq+r-t<nxt
then n : g(10%*q,10*x(r-n*t),t,k,div(10*(3*q+r))t-10%n,1)

else g(gxk, (2xg+r)*1,t*1,k+1,div(qx(7xk+2)+r*1) (t*1) ,1+2)

(Gibbons; Unbounded Spigot Algorithms for the Digits of Pi)

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Kann jede reelle Zahl berechnet werden?

Manche irrationalen Zahlen kdnnen berechnet werden, zum Beispiel:
» 2.2020020002 ...
> \/i

> T

pi = g(1,0,1,1,3,3) where
g(q,r,t,k,n,1) = if 4xq+r-t<nxt
then n : g(10%*q,10*x(r-n*t),t,k,div(10*(3*q+r))t-10%n,1)

else g(gxk, (2xg+r)*1,t*1,k+1,div(qx(7xk+2)+r*1) (t*1) ,1+2)

(Gibbons; Unbounded Spigot Algorithms for the Digits of Pi)
Frage

Aber geht das fir jede reelle ZahI?!
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Wie viele Computerprogramme gibt es?

Clara Loh Kann jede Zahl berechnet werden?



Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

o oooogboaddao

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 2

o oooogboaddao
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Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 2

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 3

o oooogboaddao
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Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 2

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 3

o oooogboaddao

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 4

o oooogboaddao

Clara L6h Kann jede Zahl berechnet werden?



Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

- rm rMn - mMn M M
e I

OO O O d

Es gibt nur endlich vie

Es gibt nur endlich vie e der Lange 2
I o o O

KN [ NN [ SN N N N N N N N |

Es gibt nur endlich vi € der Lange 4

OO O O I I O d
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Wie viele Computerprogramme gibt es?

Es gibt nur endlich viele Programme der Lange 1

- rm rMn - mMn M M
e I

OO O O d

Es gibt nur endlich vie

Es gibt nur endlich vie e der Lange 2
I o o O

KN [ NN [ SN N N N N N N N |

Es gibt nur endlich vie € der Lange 4

OO O O I I O d

Antwort

Es gibt also nur abzahlbar viele Computerprogramme.
Alle Computerprogramme passen ins Audinax!
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Kann jede reelle Zahl berechnet werden?!
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Kann jede reelle Zahl berechnet werden?!

Nein, denn es gibt gar nicht genug Programme:
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Nein, denn es gibt gar nicht genug Programme:

» Angenommen, es gabe fur jede reelle Zahl x
ein Programm das x berechnet.

» Da es Uberabzahlbar viele reelle Zahlen gibt,
musste es auch Uberabzahlbar viele Programme geben.

» Dies steht im Widerspruch zu unserer vorherigen Uberlegung.

Antwort

Es kann also nicht jede reelle Zahl berechnet werden.

Dasselbe Argument zeigt auch: Nicht jede Folge von naturlichen Zahlen
kann durch ein Programm beschrieben werden.
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Es gibt gleich viele naturliche, ganze und rationale Zahlen,

aber es gibt viiiiiiiiiiiiel mehr reelle Zahlen.
Ist jede Zahl berechenbar?
Nein!
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Wie viele Zahlen gibt es?

Es gibt gleich viele naturliche, ganze und rationale Zahlen,

aber es gibt viiiiiiiiiiiiel mehr reelle Zahlen.
Ist jede Zahl berechenbar?
Nein!

Da es nur abzahlbar viele Computerprogramme gibt,

gibt es reelle Zahlen, die nicht berechenbar sind.

» Das zentrale Argument geht auf Cantor zurlck,

also lange bevor die ersten Computer erdacht/gebaut waren!
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