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Problem

Commander Blorx mochte dem hundertkdpfigen Drachen Siegfried den
Garaus machen.
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Uberlebt Siegfried? @b 5”@ g\j@

Problem

Commander Blorx méchte dem hundertkdpfigen Drachen Siegfried den
Garaus machen; ihm stehen dazu die Schwerter Notung, Gram und
Balmung zur Verfiigung.
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Problem

Commander Blorx méchte dem hundertkdpfigen Drachen Siegfried den
Garaus machen; ihm stehen dazu die Schwerter Notung, Gram und
Balmung zur Verfiigung.

» Ein Hieb mit Notung entfernt genau 36 Kopfe des Drachen;
genetisch bedingt wachsen dann jedoch 12 Kopfe nach.
> Gram entfernt genau 42 Koépfe, es wachsen 27 nach.

» Balmung entfernt genau 9 Kopfe, es wachsen 21 nach.
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Commander Blorx méchte dem hundertkdpfigen Drachen Siegfried den
Garaus machen; ihm stehen dazu die Schwerter Notung, Gram und
Balmung zur Verfiigung.

» Ein Hieb mit Notung entfernt genau 36 Kopfe des Drachen;
genetisch bedingt wachsen dann jedoch 12 Kopfe nach.

> Gram entfernt genau 42 Koépfe, es wachsen 27 nach.

» Balmung entfernt genau 9 Kopfe, es wachsen 21 nach.

Kann Blorx alle Kopfe von Siegfried abschlagen?
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Uberlebt Siegfried? @\{b gr"@’ Q\Jv

Was passiert, wenn Blorx und Notung, Gram, Balmung in Aktion treten?
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Uberlebt Siegfried? @b g"@j Q\Jv

Was passiert, wenn Blorx und Notung, Gram, Balmung in Aktion treten?

» Notung:
Anzahl der Kopfe dndert sich um —36 + 12 = —24 bzw. —36.

» Gram:
Anzahl der Kopfe dndert sich um —42 + 27 = —15 bzw. —42.

» Balmung:
Anzahl der Kopfe dndert sich um —9 + 21 = 12 bzw. —9.
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Was passiert, wenn Blorx und Notung, Gram, Balmung in Aktion treten?

» Notung:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —36 + 12 = —24 bzw. —36.
» Gram:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —42 + 27 = —15 bzw. —42.
» Balmung:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —9 + 21 = 12 bzw. —9.

Der Rest der Anzahl der Kopfe von Siegfried bei Division durch 3
ist also eine Invariante.
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Uberlebt Siegfried? é‘\z\gﬂ;\ 5"@ Q\Jv

Was passiert, wenn Blorx und Notung, Gram, Balmung in Aktion treten?

» Notung:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —36 + 12 = —24 bzw. —36.
» Gram:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —42 + 27 = —15 bzw. —42.
» Balmung:

Anzahl der Kopfe dndert sich um —9 + 21 = 12 bzw. —9.

Der Rest der Anzahl der Kopfe von Siegfried bei Division durch 3
ist also eine Invariante.

» Da Siegfried zu Beginn genau 100 Kopfe hat
» und 100 im Gegensatz zu 0 nicht durch 3 teilbar ist,

» kann Blorx den Drachen Siegfried nicht vollstindig enthaupten!
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Was sind Invarianten?

Invarianten sind
» ,einfache" mathematische Objekte (z.B. Zahlen) oder Eigenschaften,

» die sich unter gewissen Transformationen der betrachteten Objekte
nicht oder nur kontrolliert andern.
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Was ist Topologie?
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Was ist Geometrie?

> Geometrie:
Untersuchung/Klassifikation geometrischer Objekte
und geometrischer Transformationen.

» Geometrische Objekte:
Objekte, auf denen es Langen-, Winkel- und Volumenbegriffe gibt.

» Geometrische Transformationen:
andern Langen/Winkel/Volumina nicht oder nur kontrolliert.
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Was ist Geometrie?

Winkelsumme: 180 Grad
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Winkelsumme: 180 Grad a2+ b =c?
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Was ist Topologie?

» Topologie:
Untersuchung/Klassifikation topologischer Objekte
und topologischer Transformationen.
» Topologische Objekte:
Objekte, auf denen es nur einen qualitativen Begriff von Nihe gibt,
keinen quantitativen (, Gummi-Objekte").

» Topologische Transformationen:
andern die , prinzipielle Form* nicht oder nur kontrolliert.
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Wozu Topologie?

» Welche ,,Form* hat das Universum?
Und wie kdnnen wir das tiberpriifen, ohne das Universum zu verlassen?

> Existenzaussagen fiir die Losbarkeit gewisser Gleichungen

» Modellierung von kombinatorischen/diskreten Problemen;
z.B. Einbettungs- und Farbungsprobleme fiir Graphen,
untere Schranken fiir verteilte Algorithmen
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Was ist algebraische Topologie?
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Was ist algebraische Topologie?

Problem

Im allgemeinen ist es sehr schwer, herauszufinden, ob zwei gegebene
topologische Objekte topologisch , gleich” sind oder nicht — da es sehr
viele topologische Transformationen gibt.
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Was ist algebraische Topologie?

Idee

Ubersetzung der Topologie in ein ,starreres” mathematische Gebiet.

Algebraische Topologie:

Algebra
algebraische Objekte
algebraische Transformationen

Topologie
topologische Objekte
topologische Transformationen

[

— 2
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Beispiel: Die Euler-Charakteristik

Zellenzerlegungen der Kugeloberflache:

JAN
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Beispiel: Die Euler-Charakteristik

Zellenzerlegungen der Kugeloberflache:
/\\/

Die Euler-Charakteristik eines topologischen Raumes beziiglich einer
Zellenzerlegung ist definiert als

Definition

Anzahl der O-dimensionalen Zellen (Ecken)
— Anzahl der 1-dimensionalen Zellen (Kanten)
+ Anzahl der 2-dimensionalen Zellen (Flachen)
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Topologische Invarianz der Euler-Charakteristik
Satz

Die Euler-Charakteristik ist eine topologische Invariante; insbesondere
hdngt sie nicht von der gewahlten Zellenzerlegung ab!
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Topologische Invarianz der Euler-Charakteristik

Satz

Die Euler-Charakteristik ist eine topologische Invariante; insbesondere
hdngt sie nicht von der gewahlten Zellenzerlegung ab!

Eulersche Polyederformel
Fiir jede liberkreuzungsfreie Einbettung eines Graphen G

in die Ebene oder in die Kugeloberflache gilt:

2 = Anzahl der Ecken von G
— Anzahl der Kanten von G
+ Anzahl der Flachen dieser Einbettung.
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Wie sieht der Planet Goleos aus?

Problem

Blorx, Blyrx und Blurx leben auf dem Planeten Goleos.
Es gelingt ihnen, HochgeschwindigkeitsstraBen zu bauen, die ihre Domizile
jeweils mit den drei Hauptattraktionen auf Goleos zu verbinden
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Wie sieht der Planet Goleos aus?

Problem

Blorx, Blyrx und Blurx leben auf dem Planeten Goleos.

Es gelingt ihnen, HochgeschwindigkeitsstraBen zu bauen, die ihre Domizile
jeweils mit den drei Hauptattraktionen auf Goleos zu verbinden

ohne dass sich diese StraBen tiberkreuzen oder Tunnel/Briicken nétig sind.
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Wie sieht der Planet Goleos aus?

Welche Schliisse kdnnen wir daraus uber den Planeten Goleos ziehen?
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Kann Goleos eine Kugel oder eine Scheibe sein?

Sei G der Graph, der diese Situation beschreibt: B%
Angenommen, Goleos ware eine Kugel oder eine Scheibe. Dann folgt:
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Kann Goleos eine Kugel oder eine Scheibe sein?

Sei G der Graph, der diese Situation beschreibt: I>$<I
Angenommen, Goleos ware eine Kugel oder eine Scheibe. Dann folgt:

» Der Graph G besitzt eine Einbettung in die Kugeloberflache/Ebene.
> Also betrdgt die Anzahl der Flachen dieser Einbettung:

2 — Ecken von G + Kantenvon G =2 —(3+3)+(3-3) =5.
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> Also betragt die Anzahl der Flachen dieser Einbettung:

2 — Ecken von G + Kantenvon G =2 —(3+3)+(3-3) =5.

> Andererseits hat jeder Kreis in G mindestens 4 Kanten, und
jede Kante benachbart hochstens 2 Flachen.
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Kann Goleos eine Kugel oder eine Scheibe sein?

Sei G der Graph, der diese Situation beschreibt: @%
Angenommen, Goleos ware eine Kugel oder eine Scheibe. Dann folgt:

» Der Graph G besitzt eine Einbettung in die Kugeloberflache/Ebene.
> Also betragt die Anzahl der Flachen dieser Einbettung:

2 — Ecken von G + Kantenvon G =2 —(3+3)+(3-3) =5.

> Andererseits hat jeder Kreis in G mindestens 4 Kanten, und
jede Kante benachbart hochstens 2 Flachen.

> Also kann diese Einbettung von G hochstens

2-KantenvonG_2-9<
4 4

5

Flachen besitzen. Widerspruch!
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Goleos kann keine Kugel oder Scheibe sein!
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