Stationare Malle
und Zeitmittel

Clara Strohm! SS 2003 Seminar Wahrscheinlichkeitstheorie

Wir untersuchen im folgenden das Langzeitverhalten — in diesem Fall (gleichméaBige)
Konvergenz im Césaro-Mittel — diskreter, zeitlich homogener Markovketten. Da Mar-
kovketten im allgemeinen aber nicht anzusehen ist, ob sie im Césaro-Mittel konvergie-
ren, machen wir einen kleinen Umweg: Es zeigt sich, daf jede Grenzverteilung beziiglich
des Césaro-Mittels bereits ein stationdres Maf fiir die Markovkette ist. Daher werden
wir zunédchst versuchen, stationdre Mafle zu finden und zu verstehen. Wenn die Kette
(positiv) rekurrent ist, sind diese stationdren Mafle beinahe eindeutig und haben au-
Berdem den erfreulichen Nebeneffekt, Grenzverteilungen der gewiinschten Form zu sein.
Fiir transiente Markovketten hingegen lassen sich im allgemeinen keine Aussagen iiber
die Existenz oder Eindeutigkeit von stationdren Maflien machen. Insbesondere gilt dies
damit auch fiir Grenzverteilungen im Césaro-Mittel.

Die Darstellung folgt im Grofien und Ganzen [Alsmeyer, Kapitel 10].
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Stationare MaBe und Zeitmittel

1 m Zeitmittel sind stationare Mal3e

Im folgenden sei also M := (M,), . €ine zeitlich homogene diskrete Markovkette mit
Ubergangskern P auf (5, S) in einem Standardmodell (9, A, (M), cx s (P\)yew)s WO-
bei W die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf (S, S) bezeichnet und (Py), .y, eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafen auf (£2,.4) ist mit

Yaew P =)@ P>,
Fiir die entsprechenden Erwartungswerte schreiben wir Ey. Zu jedem A € W ist (M,,),,cn
also unter P, eine diskrete Markovkette mit Startverteilung P)J\V[ =\ und

anN p)]\\/[n+1 | M ;\ P<Mn7 ' )

Ist i € S, so schreiben wir kurz P; fiir Ps, (und E; fiir den Erwartungswert unter F;).

(Da zeitlich homogene Markovketten durch ihre Anfangsverteilung und den Ubergangs-
kern im wesentlichen bestimmt sind, konnen wir oBdA immer davon ausgehen, dafl
bereits ein Standardmodell vorliegt.)

Wir versuchen, das Langzeitverhalten dieser diskreten Markovkette zu charakterisieren,
d.h. wir suchen Mafle &, fiir die die Eigenschaft

S P (A) s<A>\ 0

k=0

View lim sup
=00 AeS

n+1

(gleichmifBige Konvergenz im Zeitmittel /Césaro-Mittel) erfiillt ist.
Die Untersuchung des Langzeitverhaltens fithrt uns zum Begriff der stationdren Mafle:
Satz (1.1). Sei A € W und & ein Maf auf (S,S) mit

n

" Pk (A) 5<A>\ 0

k=0

lim sup

n+1

Dann ist & eine stationdre Verteilung von M.

Definition (1.2). Ein stationdres Maf3 von M ist ein o-endliches nichttriviales Mafl
¢ auf (S,S) mit
§=PM —¢oP.

Hat £ auBlerdem die Gesamtmasse 1, so heifit £ auch stationédre Verteilung von M.

Ist p die Ubergangsmatrix von M, so ist ein o-endliches MaBl ¢ # 0 auf (S,S) genau
dann ein stationdres Mafl von M, wenn

§=¢&-p

gilt (siehe [Alsmeyer, Satz (5.4)]). In diesem Fall ist £ also ein Linkseigenvektor von p
zum Eigenwert 1.



1 Zeitmittel sind stationire MaBe

Beweis. (des Satzes). Die vorausgesetzte gleichméfige Konvergenz liefert

n

1 "
Vaes T}Lngon_i_lkzzgp)\ (A)ZS(A)-

Insbesondere folgt £(S) = 1, d.h. £ ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Es bleibt noch die
Invarianz nachzuweisen:

Lemma (1.3). Fir alle beschrinkten (S, B)-mef$baren Funktionen f: S — R gilt

lim

. 1 <

Beweis. (des Lemmas — durch algebraische Induktion iiber f). Fiir charakteristische
Funktionen ergibt sich die Behauptung direkt aus der Voraussetzung des Satzes. Durch
die Linearitét der Integrale und Grenzwerte tibertréigt sich dies somit auch auf (endliche)
Treppenfunktionen iiber (5,S).

Ist f: S — R>¢ eine beschriankte (S, B)-meBbare Funktion, so ist f beziiglich jedes
Wahrscheinlichkeitsmafles auf (S, S) integrierbar. Da wir f durch Treppenfunktionen
(T}) ,en mit

vnEN 0 S Tn S f

approximieren koénnen, folgt mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz die Be-
hauptung fiir nichtnegative Funktionen.

Der allgemeine Fall ergibt sich hieraus durch Zerlgung in Positiv- und Negativteil, womit
das Lemma bewiesen ist. O

Sei A € §. Wir wollen nun das Lemma auf P( -, A) anwenden: Zunéchst folgt, da alle
Grenzwerte existieren, dafl

n n+1
_ M, T M,
§(4) = lim —— ;PJ(A)—JLI{}O”JF Z Vi (A)
=0 k=0
1 &
=1 pMo P (A
nglgo(n A )+n+2; A ( ))
=1 pMer(A
Jim (A g LB )
I 1<
— 04 lim S L ST pMeng)
n—oon—+2 n+1l
k=0
. 1 v



Stationare MaBe und Zeitmittel

Da M zeitlich homogen ist, gilt (siche [Alsmeyer, S. 8f])
Vien Py = pMioPp.

Dann erhalten wir mit dem Lemma (da alle Grenzwerte existieren und P( -, A) durch
1 beschriankt und (S, B)-mefibar ist), da8

n—>oon—|—1k0
1 & ou
=1 PFoP)(A
1 n
=1 P(-,A)dPM
nggowrl;/ (-,A)dP;
1 n
= i E\(P(-,A)o M,
Jim 1 2 BPC Ao M)
— [Py
— ¢oP(A)
D.h. £ ist eine stationére Verteilung von M. O

2 m Stationare MaBe via zyklischer Zerlegungen

Die zyklische Zerlegung legt bereits einen Kandidaten fiir ein stationéres Mafl nahe:

Liegt Konvergenz im Césaro-Mittel vor, so folgt insbesondere fiir alle j € S

1 n
Ej(n+1kzz()XAoMk) —5(14)' =0,

d.h. diese Konvergenz beschreibt eine gleichméflige Konvergenz von mittleren relativen
Héufigkeiten — dies erklart auch die Bezeichnung ,, Konvergenz im Zeitmittel.

lim sup
n—00 AcS

Durch die zyklische Zerlegung bekommen wir eine Moglichkeit, dies zu approximieren:
Sei also ¢ € S ein rekurrenter Zustand und (0,(7)),cn die zugehorigen Pi-fast iiberall
endlichen (da i rekurrent ist) Riickkehrzeiten in diesen Zustand. Wir betrachten nun die
Zykeln

Vnen Zy, = (Mo, iys - Mo, 1))

Dann bilden die (Z}), . nach [Alsmeyer, Satz (7.12)] unter P; eine Folge stochastisch
unabhéngiger identisch verteilter Zufallsgrofen. Wegen M = (Z), Z1, Z}, .. .) folgt

P = QP = (7).

neN



2 Stationdre MaBe via zyklischer Zerlegungen

Ist j € S ein weiterer Zustand, der mit ¢ verbunden ist, so sind die (0, (4)), cn auch
unter P; fast iiberall endlich (siehe [Alsmeyer, Satz (9.3)]). Daher liefert [Alsmeyer, Satz
(7.14)], daﬁ die (Z), )nGN unter P; stochastisch unabhéngig und identisch verteilt sind
mit

7z zh

pPi—p

J (2

Also ist PM = PjZé ® (Pizé)oo. Mit dieser Darstellung erhalten wir, daf fir A € S die

mittlere Anzahl
Un+1
( z o)

von Aufenthalten in A innerhalb eines Zyklus fir allen € N> identisch (und unabhéngig
von j) ist. Diese Anzahl ist gerade

o1(i)—
( Z X4 © Mk)

Also ist die mittlere Anzahl

von Aufenthalten in A relativ zur mittleren Zyklusldnge ein natiirlicher Kandidat fiir
eine stationére Verteilung.

Lemma (2.1). Seii € S ein rekurrenter Zustand der diskreten Markovkette M, und

7(1)—1

Vaes f(i)(A) = El< Z X4 © Mk), bzw.
k=0

§9(4)

Vies EP(A) =
i

Dann ist €9 ein Maf. Ist i sogar positiv rekurrent, so ist &@ ein Wahrscheinlichkeitsmaf

auf (S, S).
Definition (2.2). Dabei bezeichnet (i) die Ersteintrittszeit in den Zustand i, d.h.
7(i) := inf{n € N> | M,, = i}.

und i := E;7(i). AuBerdem seien (0,,(7)), o die sukzessiven Rekurrenzzeiten in i,
d.h.

Vnens, 0n(i):=inf{k € N { k> 0,_1(i) und My, =i} und oo(i) := 0.
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Beweis. Sei zunichst i rekurrent, d.h. P;(7(i) < oo) = 1. Also ist die Summe in der
Definition von €@ jeweils P-fast iiberall endlich, und damit ist £ wohldefiniert. Da S
abzihlbar ist, ist somit durch £ ein Maf auf (S,S) definiert.

Ist i sogar positiv rekurrent, so ist p; = E;7(i) < oo und E;7(i) > 0 (da 7(i) > 1), d.h.
in diesem Fall ist {ﬁl) wohldefiniert und es folgt

(i)—1

£0(5) = U B (TZ 1> _ Eﬂ'(z)

fi =0
=1. l

Satz (2.3). Ist i € S ein rekurrenter Zustand der diskreten Markovkette M, so bildet
€9 ein stationdres Mafl von M.

Ist der Zustand v sogar positiv rekurrent, so ist fff) eine stationdre Verteilung von M.

Definition (2.4). Ist k£ € N, so verwenden wir die Notation
MW = (M,)

TLENZk :

Beweis. Nach dem Lemma geniigt es, die erste Aussage zu beweisen: Sei i € S ein
rekurrenter Zustand von M und (F;), .y die kanonoische Filtration von (M), -

Wir zeigen zunichst, daB8 € ein (nichttriviales) o-endliches MaB ist: Da S abzihlbar
ist (M ist eine diskrete Markovkette), geniigt es dafiir zu zeigen, dafl jeder Punkt aus S
nur endliche Masse triagt. Mit der Definition der Ersteintrittszeit 7(i) erhalten wir

7(1)—1
¢ (i) = E; (X{i} o My+ Y X0 Mk)
k=1
= Ei(xqiy o Mo+ 0)
= /X{i} o My dP;

= / Xqip AP

= /X{i} do;

1.

Insbesondere ist £ nicht das triviale MaB. Sei nun also j € S\ {i}. Durch Umordnung
folgt

§9() = n- Pi(on(j) < 7(i) < 00ra(j))

<3 0 P(ou(j) < 7).



2 Stationdre MaBe via zyklischer Zerlegungen

Wir schitzen nun die einzelnen Summanden dieser Reihe etwas genauer ab: Sei dazu
n € Ny und £ € {7,7}. Dann ist wegen {7(j) < 7(i)} € F.(;) (siche etwa [Alsmeyer,
Satz (3.5)])

Py(0a(5) < 7(0)) = Po(7(j) < (), 0(j) < 7(i))

= / X{on()<r(j)} AF%
{(r(j)<r(i)}

z/ Py(on(j) < 7(i) | Frijy) dP.
{r()<r(i)}

Dabei ist (wobei wir in der zweiten Gleichung die starke Markoveigenschaft in der Form
[Alsmeyer, (4.12)] verwenden)

Py(0,(j) < 7(2) ’ Frij)) = Pg(M(T(j)H) trifft j mindestens (n — 1)-mal vor 4 { Frii)
= P, (M(l) trifft j mindestens (n — 1)-mal vor 7)
= Py, (on-1(5) < 7(3)).
Wegen 6; = dur, ;, auf {7(j) < oo} und n > 1 folgt aus
Py(on(j) < (i) | Mrgg)) = P,y (0n-1(j) < 7(4))
= Pj(on-1(5) < (7))

somit induktiv (da 7(j) = 01(j))

Pi(oa(j) < 7(1)) = Bi(r(j) < 7(5)) - P;(r(5) < 7(5))" "

Andererseits ist lim,_.o P;(0,(j) < 7(i)) = 0, denn: Da 4 rekurrent ist, ist P;(7(i) <
00) = 1. Nach Definition von (0, (5)), o gilt jedoch (P-fast iiberall) lim,,_. 0, (j) = oc.
Mit der Stetigkeit des Mafles folgt daher

tin Pi(ou(5) < 7)) = 2 (o) < 70} ) =0,
da die Folge ({o,(j) < T(i)})neN monoton fallend ist.
Also erhalten wir

P;(7(j) < 7(i)) < 1 oder P;(7(j) < 7(i)) = 0.

Im zweiten Fall folgt daraus sofort £@(j) = 0; im ersten Fall liefert die Ableitung der
geometrischen Reihe, daf3

-1

£90(5) < P(r(G) < 7(0)) - Y _n-Pi(r(j) < 7(0)"
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was wegen P;(7(j) < 7(i)) < 1 endlich ist. Also ist £% ein o-endliches Mad.

AuBerdem ist €@ invariant unter M, denn: Mit der Definition von P; und der Rekurrenz
von ¢ folgt P;-fast iiberall

My =i = M),

und damit fiir alle j € S

(i)-1
¢ (5) = Ez( X{j} © Mk)
=0

7(1)—1
= Ez( Z X{j} © Mk+1)-

k=0

Der Satz von der monotonen Konvergenz liefert daher

7(1)—1
§9(j) = ZEz( > X{Mnk,MnHj})
n=0

keS
— Z E; (Z X{q—(i)>n,Mn=k,Mn+1=j})
kes neN
=Y "> Pi(r(i) > n, M, =k, Muy1 = j).
keS neN

Die einzelnen Summanden konnen wir mit Hilfe der Markoveigenschaft umschreiben: Sei
k € S und n € N. Dann ist

{r(i) >n, M, =k} ={M #1,..., M, #i,M, =k} € F,.

Also erhalten wir mit der Markoveigenschaft

B(r(i) > n, My = k, Moy = j) = / PA(Myss = j | F.) dP,
{7(i)>n,Mn=k}

- [ P(Myiy = 5 | M,) dP,
{r(@)>n,Mp=k}

= / P, 5 dp;
{r(i)>n,M,=k}

= prj - Bi(7(i) > n, M, = k).



3 Stationare MaBe rekurrenter Markovketten . . .

Eingesetzt ergibt dies zusammen mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

E9G) =Y P(r(i) > n, My =k) - py

keS neN

- Z % (Z X{T(z‘)>n,Mnk}) * Pkj

kesS neN

7(1)—1
= Z E1< X{k} © Mn) * Dkj
n=0

kesS

=Y EOR) - pyy. =

kesS

Korollar (2.5). Insbesondere besitzt jede endliche (zeitlich homogene) Markovkette eine
stationdre Verteilung.

Beweis. Nach [Alsmeyer, Satz (9.5)] besitzt jede endliche Markovkette mindestens einen
positiv rekurrenten Zustand, woraus mit obigem Satz die Behauptung folgt. O

Korollar (2.6). In der Situation des Satzes (2.3) gilt aufSerdem
SN G) =0,

wobei wir mit C; die Menge der Zustinde bezeichnen, die mit i kommunizieren (siehe

[Alsmeyer, S. 36]).

Beweis. Sei j € S\ C;. Aus dem Beweis des Satzes folgt, dafl es geniigt, R-(T(j) <
7(i)) = 0 zu zeigen: Nach [Alsmeyer, Satz (9.3)] ist C; abgeschlossen, da i rekurrent ist.
Also gilt

H-(T(j) = oo) =1

Da i rekurrent ist, ist P;(7(i) < co) = 1, woraus nun P;(7(j) < 7(i)) = 0 folgt. O

3 = Stationare MaBe rekurrenter Markovketten ...

In diesem Abschnitt zeigen wir, dafl fiir rekurrente diskrete Markovketten im wesentli-
chen nur ein stationdres MaB existiert — insbesondere stimmen damit @ und £U) fiir
1,7 € S bis auf ein skalares Vielfaches iiberein.

Desweiteren wird sich herausstellen, daf§ es in diesem Fall genau dann eine stationére

Verteilung gibt, wenn M sogar positiv rekurrent ist.

Satz (3.1). Sei M eine rekurrente diskrete Markovkette. Mit obigen Bezeichnungen
gelten dann:
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1. Ist & ein stationdres Mafs fiir M, so gilt

2. Die Markovkette besitzt ein (bis auf skalare Vielfache) eindeutig bestimmtes stati-
ondres Majs.

3. Dieses stationdre Maf ist genau dann endlich, wenn M positiv rekurrent ist. In
diesem Fall bezeichnen wir mit &, die eindeutig bestimmte stationdre Verteilung
von M.

4. Ist M positiv rekurrent, so gilt

1
\V/iGS f*(l) =
s

Beweis. 1. Sei £ ein stationdres Maf3 fiir M, d.h. insbesondere existiert ein 7o € S mit
&(ip) # 0. Sei nun ¢ € S. Da M irreduzibel ist, sind iy und ¢ verbunden, d.h. es gibt ein
n € N>y mit (p");,; > 0. Mit der Stationaritdat von £ folgt £ = £ - p”, und damit

f(’l) = Zf(]) ) (pn)ji > f(io) ) (Pn)im' > 0.
j€S
2. Da M rekurrent ist, besitzt M nach Satz (2.3) ein stationdres Mafl. Es bleibt also nur
die Eindeutigkeitsaussage zu zeigen:

Sei £ ein stationdres Mafl fiir M und ¢ € S. Nach dem ersten Teil konnen wir ohne
Beschriankung £(i) = 1 annehmen (ansonsten ist £/£(¢) ein Mafl mit den gewiinschten
Eigenschaften).

Lemma (3.2). In dieser Situation ist bereits & — &® > 0.

Beweis. Wir betrachten die Matrix ¢, die aus der Ubergangsmatrix p entsteht, indem
wir in der i-ten Spalte alle Komponenten durch Null ersetzen.

Dann ist £ = 0; + £ - ¢, denn: Da & invariant ist, ist
Viesviy £0G) = (& p)y = &k) - piy,
kes
und damit — da (i) = 1 ist —
Vies €() =6+ > &(k)a

kes
= 5¢j + (5 : C])j-

(A) Behauptung. Es gilt

5 Z Z (qn>i,*-

neN

10



3 Stationare MaBe rekurrenter Markovketten . . .

Beweis. Es geniigt natiirlich zu zeigen, daf§ fiir jedes n € N

£ (4"
k=0
ist. Mit dem oben gezeigten folgt induktiv

Vnen §:5i+(5i+(...)-q)-q:Z(Siqk+§q"+l

(B) Behauptung. Umgekehrt gilt

Vieswiy §90) = _(a")i-

Beweis. Sei j € S\ {j}. Wegen

Vaen (€)= D vt D Pinbia--Pia

neS\{i}  jn—1€\{i}
:R(Ml #Z,,Mn,1 #Z,Mn :j)
= P,(M, = j,7(i) > n)

erhalten wir (mit dem Satz von der monotonen Konvergenz)

=5 (3w
-y ZH(anjm@'):m)

TTLEN>1 n=0

=Y ) R(M,=j,7(i) =m)

neN meN>,

—ZP w=J,7(i) >n)

neN

= (") O
neN
Nach dem Beweis von Satz (2.3) ist €@ (i) = 1 = £(i). Mit (A) und (B) haben wir somit

das Lemma gezeigt. O

11
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Also ist nach dem Lemma auch

p=£—¢W
ein o-endliches Maf3 auf S. Angenommen, p # 0. Dann ist p wegen p-p = p ein stationéres
Maf fiir M. Allerdings ist

p(i) =€) €V =1-1=0,

im Widerspruch zum ersten Teil des Satzes. Also ist p = 0, was die Eindeutigkeit (bis
auf skalare Vielfache) beweist.

3. Sei £ ein stationdres Maf fiir M, d.h. nach 1. und 2. gibt es zu jedem 7 € S eine
Konstante ¢; € R+ mit

£=¢-¢ @,
Also ist ¢ genau dann endlich, wenn p; = £%(S) < oo ist. Dies bedeutet aber gerade,
dafl ¢ bzw. M positiv rekurrent ist.

4. Ist M positiv rekurrent, so folgt mit dem bisher gezeigten fiir alle ¢ € S
o EO( 1
& (i) = (i)< ) =
§O(S)  pa
Korollar (3.3). Jede irreduzible endliche (zeitlich homogene) Markovkette M ist positiv
rekurrent und besitzt daher eine (eindeutig bestimmte) stationdre Verteilung.

0

Beweis. Nach [Alsmeyer, Satz (9.5)] besitzt jede endliche Markovkette einen rekurrenten
Zustand. Da M irreduzibel ist, ist M somit rekurrent, besitzt also nach dem zweiten
Teil des obigen Satzes ein stationdres Mafl €. Da der Zustandsraum von M endlich und
¢ ein o-endliches Maf ist, ist & sogar ein endliches Ma#f.

Nach dem dritten Teil des obigen Satzes ist M daher bereits positiv rekurrent. O
Korollar (3.4). Jeder rekurrente Zustand einer endlichen (zeitlich homogenen) Mar-

kovkette ist bereits positiv rekurrent.

Beweis. Sei M eine endliche Markovkette und 7 ein rekurrenter Zustand. Nach [Alsmeyer,
S. 55] ist die zugehorige Klasse C; abgeschlossen. Also konnen wir M unter P; als Markov-
kette mit Zustandsraum C; auffassen. Da C; natiirlich endlich ist, ist dies eine endliche
irreduzible Markovkette.

Aus dem vorherigen Korollar erhalten wir nun, daf§ ¢ bereits positiv rekurrent ist. [

4 m ... sind Zeitmittel

Zu Beginn hatten wir festgestellt, dafl jedes Zeitmittel ein stationdres Maf} ist. Fiir
(positiv) rekurrente Ketten gilt auch die Umkehrung. Da wir bereits gezeigt haben, dafl
jede positiv rekurrente diskrete Markovkette eine stationédre Verteilung besitzt, folgt also
in diesem Fall auch Konvergenz im Zeitmittel.

12



4 .. .sind Zeitmittel

Satz (4.1). Sei & ein stationdres Mafi der rekurrenten Markovkette M (ein solches
existiert nach Satz (2.3)), sowie &, = £/&(S). Auferdem sei

Se:={AeS|&A) < oo}

1. Dann gilt fiir jede Anfangsverteilung \ € W

Vaese gugonHZéMk = £.(A),

d.h. die empirischen Verteilungen (n%l Y oreo (SMk)nEN konvergieren auf S¢ punkt-
weise Py-fast iiberall gegen &,.

2. Auflerdem gelten die entsprechenden L'-Aussagen, nimlich: fiir alle X\ € W ist

n

) 1
Vaes, lm — 1 > P(A) = &.(4),
k=0

und im positiv rekurrenten Fall gilt sogar (Konvergenz in Totalvariation)

M,
e
k=0

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir ein paar Hilfsmittel:

lim =0.

n—oo

Lemma (4.2). Sei (X,),.n €ine Folge quasiintegrabler stochastisch unabhdngiger iden-
tisch verteilter Zufallsgrifien vom Typ (2, A, P) — (R0, B) mit positivem Erwar-
tungswert p und

anN P(Xn < OO) =1.

Auperdem sei (Sy),cn definiert durch

nEN S Z Xk

1. Sei fiir jedes m € N eine P-fast tiberall endliche Funktion f,,: Q@ — N U {oo}
gegeben, so daf lim,, .o fin = oo. Dann ist

2. Die Erstaustrittszeiten (T),),,.n mit
Vien T :=1inf{n € N | S, > m}

erfiillen die Voraussetzungen von 1. Insbesondere gilt also

13
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3. Auflerdem ist

Beweis. (des Lemmas). Da die (X,,), . fast iiberall endlich sind, kénnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dafl sie vom Typ (22, A, P) — (R0, B) sind.

1. Nach dem zweiten starken Gesetz der grofien Zahlen (bzw. [Schmitz, S. 181], falls
p=00) gilt

Also existiert eine P-Nullmenge N C €2, so daB fur alle x € Q\ N
Sn (13)

lim =u

n—oo

VineN  fm (ZL‘) < 0o, und
limfo(z) =

m—00

?

und damit

Ston(e

2. Nach dem zweiten starken Gesetz der groBen Zahlen (bzw. [Schmitz, S. 181], falls

p=00) gilt lim,,_, S;L—" =p> 0, und damit

lim S,, = .
P

n—oo

Also ist fiir alle m € N bereits P-fast tiberall 7}, < co und (nach Konstruktion)

lim 7, =

m—00

3. Sei nun m € N. Nach Konstruktion ist ferner Sy, 1 < m < Sz, , und damit (jeweils
P-fast iiberall)

S
hmsupﬁ < lim L 1,
m—00 m m—00 T
St -1
li f— > lim —— =
mint 7, 2 i S =y
Insgesamt liefert das
T, 1
lim — = —. OJ
m—oo Mm, P M

Beweis. (des Satzes). 1. Sei i € S und (0,(7)),,cn die Folge der sukzessiven Rekurrenz-
zeiten in diesem Zustand (mit oy := 0). Sei auBerdem A € W. Wir zeigen zunéchst einige
Eigenschaften fiir Pj:

14



4 .. .sind Zeitmittel
(A) Behauptung. Es ist
Py(7(i) < 00) = 1.
Beweis. Da M rekurrent ist, ist nach [Alsmeyer, Satz (9.3)] fiir jeden Zustand
jeSs
P;(7(i) < 00) = 1.
Wegen P =37 g A(j) P} folgt also

Py(r(i) < 00) = Y A(J)Pi(r(i) < )

(B) Behauptung. Unter Py sind die Zyklen (Zj), x>, mit

VieN Zik = (Ter1(2), Moy(iys - - s Moy (i)-1),

Ter1(2) = okp1(2) — 0w (i)
stochastisch unabhéngig und identisch verteilt mit
P =P,
Beweis. Dies folgt mit (A) direkt aus [Alsmeyer, Satz (7.14)]. ]

Insbesondere ist (07,(7)),en 1= (On41(7) — 01(7)),,en Wegen

n+1

nEN 0 E Tk

unter Py ein Random Walk (d.h. eine Summe stochastisch unabhéngiger identisch ver-
teilter Zufallsgrofien).

Sei A € S, oBdA A # ) (sonst ist die Behauptung klar). Wir definieren nun fiir alle
neN

) = ZfA o Zy,
=1

vsc) ..... Sp—1ES fA(na S0y -+, Sn—l) = Z XA(S]{:)’
T, :=inf{k € N | 0;(i) > n}.

Wegen (A) und
E)\TQ(Z.) = Eﬂ'l(’l) = Eﬂ'('l) = Wi; >0

15



Stationare MaBe und Zeitmittel

erhalten wir aus dem dritten Teil des Lemmas — angewendet auf den Random Walk
(07(0))nen — daB

T, 1 1
lim =% = —— = —.
noo o By Exo(i) i

Auch die Folge (N,(A)),cn ist ein Random Walk, denn mit den (Zy), ., sind auch

die (fa © Zy)pen., unter Py stochastisch unabhéngig und identisch verteilt.

Wegen A # () ist dabei nach dem ersten Teil von Satz (3.1)

E/\(fA o Zl) = Ez(fA (@] Z())

7(i)—1
~5( Y o)

k=0
=¢"(4) >0,

und aus (A) folgt faoZ; < m(i)—1 < 0. Also gilt nach dem zweiten (angewendet auf
A
(07,(4)),,en) bzw. ersten Teil (angewendet auf (N,(A)), cn) des Lemmas

lim 2 (4) _ Ex(fao Zy) = ED(A).

n—00 n o\

Sei n € N. Nach Konstruktion ist

n Tk+1(’b o'n ) 1

Z Z onMgk Z Xa 0 My

k=71 )
n(l)_
Z X4 © Mz i)+,

=0
und damit

Np,_1(A) < ZXA o M;¢y+r < N, (A).
Also bekommen wir auf der Menge {7}, # 1}

Np 1(A) T, —1 1 N (A) T
n . < M, oo < —=2 . )
T,—1 n+l —n+1k§“0 (+k ="

Der zweite Teil des Lemmas zeigt lim,, o, 15, = 0o. Insbesondere liefert dies
A

Py (lim inf{T;, # 1}) =

16



4 .. .sind Zeitmittel

Daher folgt mit dem bisher gezeigten P\-fast iiberall

LZ)(A) = lim NT"(A) - lim I
~ iy V(A T
nﬁoo T, n
= lim ! iXA o M)+
n—oo N, + 1 o

Wegen Py (T(z) < oo) = 1 und y4 o Mg < 1 erhalten wir daraus aber auch Py-fast
iberall

k=0
1 7(i)— n+7(%)
S S e S e
k=0 kn+1
1
= i M +0
nggonHZon K+

Aus (3.1)(2.) folgt 52; ) — EEZ(A) £.(A), womit 1. bewiesen ist.

2. Sei A € S¢ und A € W. Dann ist fiir alle n € N

LS () = ZEA Y0 M)

n+1 n+1
DRI
k=0

k=0
_ EA(
n

1 n
=E|—— o, (A) ).
\ (n 1 ]; a ( ))
Also liefern der erste Teil und der Satz von der majorisierten Konvergenz

§(A4) = Ex(£.(4))

NS
= E) (T}Lﬂgo T Z5Mk(f4))

17



Stationare MaBe und Zeitmittel

Ist M sogar positiv rekurrent, so ist (nach (3.1)(3.)) S¢ = S, d.h. die Wahrscheinlich-

keitsmafle (n#“ Y reo P/{V[’“) konvergieren punktweise gegen &,.
neN

Das Lemma von Scheffé (siche etwa [Schmitz, Lemma (7.3)]) liefert somit die gleichméfi-
ge Konvergenz. 0

Dieser Satz liefert ein Kriterium fiir die Null-Rekurrenz von Zustianden:

Definition (4.3). Sei (ay),.n C R eine Folge. Dann schreiben wir

n
=2 . 1
lim a, := lim g ay
k=0

fiir den Césaro-Limes dieser Folge.

Korollar (4.4). Sei M eine diskrete Markovkette und i € S. Der Zustand i ist genau
dann null-rekurrent, wenn

e’

Z(p")u — o0 und lim (p")ii =0

n—oo
neN

gilt. In diesem Fall ist sogar
2
Vies  lim (p"); = 0.

Beweis. Nach [Alsmeyer, Satz (7.18)] ist ¢ genau dann rekurrent, wenn ) (p™)s = 00
ist. Wir kénnen also ohne Einschrinkung annehmen, dafl ¢ rekurrent ist.

Nach [Alsmeyer, S. 55] ist die zugehorige Klasse C; abgeschlossen. Also kénnen wir M
unter P; als rekurrente diskrete Markovkette mit Zustandsraum C; ansehen.

Aus Satz (4.1)(2.) folgt somit fiir das Mafl &, der eingeschrankten Markovkette, dafl

1 , 1 & .

— =&0() =1 PMe

M &-(0) n oo n+1 ; i)
e

n—oo

Definitionsgeméf ist u;; genau dann unendlich, wenn ¢ null-rekurrent ist. Es bleibt also
nur noch die Zusatzaussage zu beweisen — fiir den Fall, dal ¢ null-rekurrent ist: Nach
[Alsmeyer, (4.13)] ist

a2 el T T
Vies lim (p"); = nh_{goz f;i) ("),
k=1

n—oo

18



4 .. .sind Zeitmittel

wobei wir fj(f) := P;(7(i) = n) schreiben. Fiir alle j € S und alle n € N ist
n k

f :n+122sz kﬂz

k:OE:l k=1 (=1

=n+122fﬂ (P" )i

(=1 k={

:n—l—lZ

(=1 k’O
n

< Z fj n+12(pk)ii

ZENZl =0

n

1
< Ey
<= k§0<p )i

und damit
e e
lim (p");; = lim (p");; = 0. O

n—oo n—oo

Korollar (4.5). Sei M eine diskrete Markovkette, die eine stationdre Verteilung &,
besitzt. Dann ist S = N U R, wobei N die Menge der transienten oder null-rekurrenten
und R die Menge der positiv rekurrenten Zustinde sei. Dabei ist R # () und

Vien & (i) =0.

Beweis. Da jeder Zustand aus S transient, null-rekurrent oder positiv rekurrent ist, folgt
die Zerlegung S = N U R. Sei nun oBdA N # ) und 7 € N.

Ist ¢ null-rekurrent, so ist nach dem letzten Korollar

N
Vjes lim (p )ji =0.

n—oo

Ist i transient, so ist ) _n(p");i < oo fiir alle j € S nach [Alsmeyer, Satz (7.18)]. Also
gilt auch in diesem Fall (da jede Nullfolge eine Césaro-Nullfolge ist), dafl

=
Yies s =0
Da &, stationar ist, folgt insbesondere

nEN 5* Z 5* ]17

jes

&)= Tim >~ e.()(")

j€S

und damit auch

19



Stationare MaBe und Zeitmittel

Der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert nun

(i) =3 &() - Tim (") =0,

- n—00
jeS

d.h. £&(N) = 0. Andererseits ist .o &.(i) = 1, und somit R # 0. O

5 ® Wieviele stationare MaBe besitzt eine diskrete
Markovkette?

Zerfallt der Zustandsraum einer diskreten Markovkette in (mindestens zwei) Rekurrenz-
klassen, so erhalten wir durch Linearkombination der stationdren Mafle aus Satz (2.3)
auf den einzelnen Rekurrenzklassen mehrere stationéire Mafle fiir M, die sich nicht nur
durch ein skalares Vielfaches unterscheiden.

Es kann auflerdem durchaus vorkommen, daf eine diskrete Markovkette iiberhaupt kein
stationdres Mafl besitzt — ndmlich im transienten Fall. In diesem Fall sind keine allge-
meinen Aussagen iiber die Anzahl der stationdren Mafie moglich:

Beispiel. (Irrfahrten auf Z). Sei M = (M,),, . €ine Irrfahrt auf Z mit Parameter ¢ €
(0,1)\ {5}, d.h. fiir alle n € N ist

M, = My + ixk,
k=1

wobei die (Xj),cn fiir jedes i € Z unter P; stochastisch unabhéngig sind mit

-PZ<X1 = 1) =4,

Diese diskrete Markovkette besitzt mehrere linear unabhéngige stationidre Mafle, denn:
Sei £ # 0 ein o-endliches Mafl auf Z. Also ist £ genau dann ein stationdres Maf fiir M,
wenn die Eigenwertbedingung

Viez §()=q-§G—D+0—-q)-&(G+1)

gilt. Wegen ¢ # 3 (d.h. M ist nicht rekurrent — siche [Alsmeyer]) sind das Zéahlma$ und

das durch '
J

j — —q

I—gq

gegebene Mafl auf Z zwei linear unabhéngige Losungen dieses Gleichungssystems. Also
besitzt M zwei linear unabhéngige stationdre Mafe. ]

20



5 Wieviele stationdre MaBe besitzt eine diskrete Markovkette?

Beispiel. (Strahnenkette). Sei M = (M,), . eine diskrete Markovkette mit Zustands-
raum N und Ubergangsmatrix

@ po O
@1 0 p O
g2 0 0 p O

wobei (p;);en C (0,1) und ¢; = 1—p; fiir alle j € N. Anschaulich ist klar, daf§ diese Mar-
kovkette genau dann transient ist, wenn die (pj)j cn Schnell genug gegen 1 konvergieren.

Es gelte nun

1 _p] oo,
7=1

d.h. das unendliche Produkt [, . p; konvergiert und ist ungleich Null. Angenommen,
es existiert ein stationédres Maf} £ fiir M. Dann folgt

= Z ¢ - €(n), und

neN
vjeN21 f(j) =Pj-1- 5(7 - 1)-
Also ist

Vien €(J Hpk

Ist £(0) = 0, so liefert dies bereits £ = 0. Da wir Jedoch angenommen haben, daf§ £
stationdr ist, ist somit £(0) # 0. Wir erhalten daher aus

= Z Qng(n) = 5(0) ' Z dn ﬁpj>

neN neN  j=0
daf
n—1
=2 Tln - S(In-11)
neN =0 neN
= (1-1I»)
§=0
=1- H Dn,
neN
im Widerspruch zu [[,.nPn # 0. Also kann M kein stationdres Maf besitzen. [ |

Auflerdem gibt es — wie im rekurrenten Fall — diskrete transiente Markovketten, die bis
auf skalare Vielfache genau ein stationéres Maf besitzen (siche etwa [Alsmeyer, Beispiel
(10.16)]).
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Stationare MaBe und Zeitmittel

Symbolverzeichnis

N Die natiirlichen Zahlen enthalten die Null.

(R,B) ist der Mafiraum R mit der Borelschen o-Algebra B.

(R,B) schliefit auch die Punkte —oo und co mit ein.

(S,S) Mit (S,S) bezeichnen wir den Zustandsraum unserer Markovkette M =
(M")nEN .

W ist die Menge der Wahrscheinlichkeitsmafle auf (5, S).

P ist der Ubergangskern von M,

p = (pij)ijes die Ubergangsmatrix.

P, Ist A € W, so ist Py ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (€2, .4) mit

PY =)@ P>,

E\ steht fiir alle A € W fiir den Erwartungswert unter P.

P, Ist @ € S, so ist P; eine Abkiirzung fiir Fj,. Da wir jeweils den Typ der
Indices angeben, sollte keine Verwirrung mit den vorherigen Bezeichnern
entstehen.

E; Ist i € S, so ist E; der Erwartungswert unter P;.

[bii Auflerdem schreiben wir

® Fiir Mafle bezeichnet dies das Produktmafl und fiir o-Algebren die
Produkt-o-Algebra. Sind K; und K, Kerne von (€, Sp) nach (Q24,S)
bzw. von (£1,81) nach (€, Ss), so definieren wir den Kern K; ® K5 von
(Q0,Sp) nach (1 x Qy, 81 ® Sy) via

vwoGQo \V/Alesl \VIAQESQ Kl & KQ(CU(], Al X A2)
= KQ(wl,AQ) dKl(w(), : )(wl).
Ay
o Fiir gewohnliche Abbildungen steht dies natiirlich fiir die Komposition.

7(i)

(O—n(i))nEN

22

Sind K7 und K3 Kerne von (€, Sp) nach (£21,S;) bzw. von (£21, ;) nach
(Q9,82), so definieren wir den Kern Kj o Ky von (€, Sy) nach (s, Ss)
via

Voey Vases, Ko Ka(wp, As) := K1 @ Ko(wo, 4 X As).

Ist i € S, soist 7(i) die Ersteintrittszeit in den Zustand i.
Fiir 7 € S sind dies die sukzessiven Riickkehrzeiten in den Zustand <.



Literatur

Fr Ist (F),en eine Filtration auf (€, A) und 7 eine (F,,),, cn-Stopzeit, so ist
die o-Algebra der 7-Vergangenheit, wobei
Foo i= a( U ]:n> )
neN
= Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf, so steht = fiir Gleichheit P-fast iiberall (analog
fir <).
. P
lim Ist (a,),cn C R, so bezeichnen wir mit
lim I Y
k=0
den Césaro-Limeks dieser Folge.
¢9  Dieses Ma wurde in Lemma (2.1) definiert.
¢ dito.
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We demand rigidly defined areas of
doubt and uncertainty.
— Douglas Adams
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