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Clara Lsh Prolog: Mathematik # Rechnen



Was ist Mathematik?

S&&t‘ Die Quadedhe dov Wheses b

hib Dbt nd Limel kb i
Bess. Ld‘\gv\-owj sie Ware *»'(6(:&\.
Inbesonda e down I ans 10,45
webk &bt Wl bt lenshacedoar
Ao e T Wt § O

Prolog: Mathematik # Rechnen



Was ist Mathematik? Nicht Rechnen!

Wissenschaft des abstrakten Denkens, insbesondere:

> abstrakte Strukturen (Zahlen, Graphen, Geometrie, ..

» formale Methoden.
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Was ist Mathematik? Nicht Rechnen!

Wissenschaft des abstrakten Denkens, insbesondere:
> abstrakte Strukturen (Zahlen, Graphen, Geometrie, ...)
» formale Methoden.

Bausteine:
> Axiome legen die Spielregeln fest
> Definitionen fiihren neue Begriffe ein
> Sitze formulieren Aussagen liber mathematische Objekte
> Beweise sind formale Begriindungen fiir behauptete Aussagen
>

Beispiele liefern Anschauung und Anwendungen
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Was ist Mathematik? Nicht Rechnen!

Wissenschaft des abstrakten Denkens, insbesondere:

> abstrakte Strukturen (Zahlen, Graphen, Geometrie, ...)
> formale Methoden.

Bausteine:
> Axiome legen die Spielregeln fest
> Definitionen fiihren neue Begriffe ein
> Sitze formulieren Aussagen liber mathematische Objekte
> Beweise sind formale Begriindungen fiir behauptete Aussagen
> Beispiele liefern Anschauung und Anwendungen

Jeder diese Bausteine ist prazise formalisiert.
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Mathematische Probleme [Hilbert, 1900]

-

» Es ist schwierig und oft unmdglich, den Wert eines Problems im Voraus
richtig zu beurteilen; denn schlieBlich entscheidet der Gewinn, den die
Wissenschaft dem Problem verdankt. Dennoch kénnen wir fragen, ob es

allgemeine Merkmale giebt, die ein gutes mathematisches Problem
kennzeichnen.
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... Mathematische Probleme ...

Ein alter franzosischer Mathematiker hat gesagt: Eine mathematische
Theorie ist nicht eher als vollkommen anzusehen, als bis du sie so klar
gemacht hast, daB du sie dem ersten Manne erklaren konntest, den du auf

der StraBe triffst.
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... Mathematische Probleme . ..

Ein alter franzdsischer Mathematiker hat gesagt: Eine mathematische
Theorie ist nicht eher als vollkommen anzusehen, als bis du sie so klar
gemacht hast, daB du sie dem ersten Manne erklaren konntest, den du auf
der StraBe triffst.

Diese Klarheit und leichte FaBlichkeit, wie sie hier so drastisch fiir eine
mathematische Theorie verlangt wird, mochte ich viel mehr von einem
mathematischen Problem fordern, wenn dasselbe vollkommen sein soll;
denn das Klare und leicht FaBliche zieht uns an, das Verwickelte schreckt
uns ab.
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... Mathematische Probleme . ..

Ein alter franzdsischer Mathematiker hat gesagt: Eine mathematische
Theorie ist nicht eher als vollkommen anzusehen, als bis du sie so klar
gemacht hast, daB du sie dem ersten Manne erklaren konntest, den du auf
der StraBe triffst.

Diese Klarheit und leichte FaBlichkeit, wie sie hier so drastisch fiir eine
mathematische Theorie verlangt wird, mochte ich viel mehr von einem
mathematischen Problem fordern, wenn dasselbe vollkommen sein soll;
denn das Klare und leicht FaBliche zieht uns an, das Verwickelte schreckt
uns ab.

Ein mathematisches Problem sei ferner schwierig, damit es uns reizt, und
dennoch nicht vollig unzuganglich, damit es unserer Anstrengung nicht
spotte; es sei uns ein Wahrzeichen auf den verschlungenen Pfaden zu
verborgenen Wahrheiten — uns hernach lohnend mit der Freude iiber die
gelungene Losung.
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... Mathematische Probleme

L]

Diese merkwiirdige Thatsache neben anderen philosophischen Griinden ist
es wohl, welche in uns eine Ueberzeugung entstehen 13Bt, die jeder
Mathematiker gewiB teilt, die aber bis jetzt wenigstens niemand durch
Beweise gestutzt hat — ich meine die Ueberzeugung, daB ein jedes
bestimmte mathematische Problem einer strengen Erledigung notwendig
fahig sein miisse, sei es, daB es gelingt, die Beantwortung der gestellten
Frage zu geben, sei es, daB die Unmoglichkeit seiner Losung und damit die
Notwendigkeit des MiBlingens aller Versuche dargethan wird.
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... Mathematische Probleme

L]

Diese merkwiirdige Thatsache neben anderen philosophischen Griinden ist
es wohl, welche in uns eine Ueberzeugung entstehen 13Bt, die jeder
Mathematiker gewiB teilt, die aber bis jetzt wenigstens niemand durch
Beweise gestutzt hat — ich meine die Ueberzeugung, daB ein jedes
bestimmte mathematische Problem einer strengen Erledigung notwendig
fahig sein miisse, sei es, daB es gelingt, die Beantwortung der gestellten
Frage zu geben, sei es, daB die Unmoglichkeit seiner Losung und damit die
Notwendigkeit des MiBlingens aller Versuche dargethan wird.

[..]

Diese Ueberzeugung von der Losbarkeit eines jeden mathematischen
Problems ist uns ein kraftiger Ansporn wahrend der Arbeit; wir horen in
uns den steten Zuruf: Da ist das Problem, suche die Lésung. Du kannst sie
durch reines Denken finden; denn in der Mathematik giebt es, kein
Ignorabimus!"
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Das zweite Hilbertsche Problem

Die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome

. Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu
untersuchen, so hat man ein System von Axiomen aufzustellen, welche eine
genaue und vollstindige Beschreibung derjenigen Beziehungen enthalten,
die zwischen den elementaren Begriffen jener Wissenschaft stattfinden.
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Das zweite Hilbertsche Problem

Die Widerspruchslosigkeit der arithmetischen Axiome

»Wenn es sich darum handelt, die Grundlagen einer Wissenschaft zu
untersuchen, so hat man ein System von Axiomen aufzustellen, welche eine
genaue und vollstindige Beschreibung derjenigen Beziehungen enthalten,
die zwischen den elementaren Begriffen jener Wissenschaft stattfinden.

Die aufgestellten Axiome sind zugleich die Definitionen jener elementaren
Begriffe und jede Aussage innerhalb des Bereiches der Wissenschaft, deren
Grundlagen wir priifen, gilt uns nur dann als richtig, falls sie sich mittelst
einer endlichen Anzahl logischer Schliisse aus den aufgestellten Axiomen
ableiten 13Bt.
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... Das zweite Hilbertsche Problem

Bei ndherer Betrachtung entsteht die Frage, ob etwa gewisse Aussagen
einzelner Axiome sich untereinander bedingen und ob nicht somit die
Axiome noch gemeinsame Bestandteile enthalten, die man beseitigen mubB,
wenn man zu einem System von Axiomen gelangen will, die véllig von
einander unabhangig sind.
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... Das zweite Hilbertsche Problem

Bei ndherer Betrachtung entsteht die Frage, ob etwa gewisse Aussagen
einzelner Axiome sich untereinander bedingen und ob nicht somit die
Axiome noch gemeinsame Bestandteile enthalten, die man beseitigen mubB,
wenn man zu einem System von Axiomen gelangen will, die véllig von
einander unabhangig sind.

Vor Allem aber mochte ich unter den zahlreichen Fragen, welche
hinsichtlich der Axiome gestellt werden konnen, dies als das wichtigste
Problem bezeichnen, zu beweisen, daB dieselben untereinander
widerspruchslos sind, d.h. daBB man auf Grund derselben mittelst einer
endlichen Anzahl von logischen Schliissen niemals zu Resultaten gelangen
kann, die miteinander in Widerspruch stehen."
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Drei Fragen iiber Axiomensysteme

> Minimalitat
Ist das Axiomensystem minimal?
D.h. kann keines der Axiome aus den anderen abgeleitet werden?
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Drei Fragen iiber Axiomensysteme

> Minimalitat
Ist das Axiomensystem minimal?
D.h. kann keines der Axiome aus den anderen abgeleitet werden?

L 1. The front and back inclusions assesble to an exact functor
e e
(Aad) s (v B 1D) )
‘ [N
12 TG oK) = A, forevery A€C, and the projection and back inclusion
are the identicy map on &

o
2
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(faol"s morning song (9], the tune replaces an umnecessary axiom)
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Drei Fragen iiber Axiomensysteme

> Minimalitat
Ist das Axiomensystem minimal?
D.h. kann keines der Axiome aus den anderen abgeleitet werden?

L 1. The front and back inclusions assesble to an exact functor
e e
(Ree8) s AV B——— 10 )
‘ v,
L2 TG e ) = A, forevery AEC, and the projection and back inclusion
are the identity nap on A .

o
p
==z —dle—ad T
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(faol"s morning song (9], the tune replaces an umnecessary axiom)

» Widerspruchsfreiheit [Hilbert, 1900]
Kann man beweisen, dass das Axiomensystem widerspruchsfrei ist?
D.h. I&sst sich keine Aussage der Form A und nicht A daraus ableiten?
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Drei Fragen iiber Axiomensysteme

> Minimalitat
Ist das Axiomensystem minimal?
D.h. kann keines der Axiome aus den anderen abgeleitet werden?

CyL 1. The front and back inclusions assemble to an exact funcor

Axe (X
(A B ) s (A v B T(0) )
‘ iy vy

» Widerspruchsfreiheit [Hilbert, 1900]
Kann man beweisen, dass das Axiomensystem widerspruchsfrei ist?
D.h. l&sst sich keine Aussage der Form A und nicht A daraus ableiten?
» Entscheidungsproblem [Hilbert, Ackermann; 1928|
Gibt es ein effizientes Verfahren, das entscheiden kann,
ob eine gegebene Aussage in der Situation des Axiomensystems
aus den Axiomen abgeleitet werden kann oder nicht?
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lgnorabimus!

> Godel [1931]
Ist ein Axiomensystem ausdrucksstark genug,
um die Arithmetik zu formalisieren,
so kann es seine eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen.

Clara Lsh Lésungen?
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lgnorabimus!

> Godel [1931]
Ist ein Axiomensystem ausdrucksstark genug,
um die Arithmetik zu formalisieren,
so kann es seine eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen.
» Church/Turing [1936]
Das Entscheidungsproblem fiir die Logik erster Stufe ist nicht I6sbar.
Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist nicht |6sbar.
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lgnorabimus!

> Godel [1931]
Ist ein Axiomensystem ausdrucksstark genug,
um die Arithmetik zu formalisieren,
so kann es seine eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen.
» Church/Turing [1936]
Das Entscheidungsproblem fiir die Logik erster Stufe ist nicht I6sbar.
Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist nicht |6sbar.

Frage

> Wie beweist man solche Aussagen?

» Warum sind diese Ergebnisse relevant?
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Die Idee

Jedes System,
> das hinreichend komplexe Selbstbeziiglichkeiten ausdriicken kann,
» kann keine allmachtigen Konstrukte besitzen,
> da sonst Widerspriiche auftreten.

Clara Lsh Lésungen?
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Die Idee

Jedes System,
> das hinreichend komplexe Selbstbeziiglichkeiten ausdriicken kann,
» kann keine allmachtigen Konstrukte besitzen,
> da sonst Widerspriiche auftreten.
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.
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16



Monster

Axiom.

Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
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Monster

Axiom.

Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
Nach dem Axiom frisst sich M entweder selbst oder nicht.
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
Nach dem Axiom frisst sich M entweder selbst oder nicht.
@ Falls sich M selbst frisst, so frisst sich M nach Definition nicht,
denn M frisst genau die Monster, die sich selbst fressen.
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.
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die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
Nach dem Axiom frisst sich M entweder selbst oder nicht.
@ Falls sich M selbst frisst, so frisst sich M nach Definition nicht,
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Monster

Axiom.

Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
Nach dem Axiom frisst sich M entweder selbst oder nicht.
@ Falls sich M selbst frisst, so frisst sich M nach Definition nicht,
denn M frisst genau die Monster, die sich selbst fressen.
@ Falls sich M nicht selbst frisst, so frisst sich M nach Definition,
denn M frisst genau die Monster, die sich selbst fressen.
Beide Fille ergeben einen Widerspruch.
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Monster

Axiom.
Jedes Monster frisst sich entweder selbst oder es frisst sich nicht selbst.

Frage. Gibt es ein Monster, das genau die Monster frisst,
die sich nicht selbst fressen?

Antwort. Nein!

Beweis.
Angenommen, es gibe ein solches Monster M.
Nach dem Axiom frisst sich M entweder selbst oder nicht.
@ Falls sich M selbst frisst, so frisst sich M nach Definition nicht,
denn M frisst genau die Monster, die sich selbst fressen.
@ Falls sich M nicht selbst frisst, so frisst sich M nach Definition,
denn M frisst genau die Monster, die sich selbst fressen.
Beide Fille ergeben einen Widerspruch.
Somit gibt es kein solches Monster. O

Clara Lsh Lésungen? 16



Unberechenbar! Turingmaschinen
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» Turingmaschinen sind ein einfaches, abstraktes Maschinenmodell,
das alle gangigen Berechnungen und Algorithmen modelliert.
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Unberechenbar! Turingmaschinen
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» Turingmaschinen sind ein einfaches, abstraktes Maschinenmodell,
das alle gingigen Berechnungen und Algorithmen modelliert.

» Turingmaschinen sind komplex genug,
um Monster-artige Selbstbeziiglichkeit zu erméglichen.
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Unberechenbar! Turingmaschinen
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» Turingmaschinen sind ein einfaches, abstraktes Maschinenmodell,
das alle gingigen Berechnungen und Algorithmen modelliert.

» Turingmaschinen sind komplex genug,
um Monster-artige Selbstbeziiglichkeit zu erméglichen.
Insbesondere:

Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist nicht lésbar, d.h.:
Es gibt keine Turingmaschine, die folgendes Problem [0st:

> Gegeben eine Turingmaschine T und einen Input x,

» entscheide, ob T bei Input x terminiert oder nicht.
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Unberechenbar! Turingmaschinen
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» Turingmaschinen sind ein einfaches, abstraktes Maschinenmodell,
das alle gingigen Berechnungen und Algorithmen modelliert.
» Turingmaschinen sind komplex genug,
um Monster-artige Selbstbeziiglichkeit zu erméglichen.
Insbesondere:
Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist nicht lésbar, d.h.:
Es gibt keine Turingmaschine, die folgendes Problem [5st:
> Gegeben eine Turingmaschine T und einen Input x,
» entscheide, ob T bei Input x terminiert oder nicht.
Denn: Sonst gibe es eine Turingmaschine, die genau auf den
Eingaben terminiert, die nicht auf sich selbst terminieren.
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Unberechenbarkeit in der Praxis

Heutige Computer und Programmiersprachen
sind nicht ausdrucksmachtiger als Turingmaschinen!
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Unberechenbarkeit in der Praxis

Heutige Computer und Programmiersprachen
sind nicht ausdrucksmachtiger als Turingmaschinen!
PS: Auch Al und Quantencomputer nicht.
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Unberechenbarkeit in der Praxis

Heutige Computer und Programmiersprachen
sind nicht ausdrucksmachtiger als Turingmaschinen!
PS: Auch Al und Quantencomputer nicht.

Inbsesondere kann es kein Computerprogramm geben,
das folgendes Problem |6st:

> Gegeben ein Programm P in Python und einen ganzzahligen Input x,

> entscheide, ob das das Programm P bei Input x das Ergebnis 2025
ausgibt oder nicht.
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Unberechenbarkeit in der Praxis

Heutige Computer und Programmiersprachen
sind nicht ausdrucksmachtiger als Turingmaschinen!
PS: Auch Al und Quantencomputer nicht.

Inbsesondere kann es kein Computerprogramm geben,
das folgendes Problem |6st:

> Gegeben ein Programm P in Python und einen ganzzahligen Input x,
> entscheide, ob das das Programm P bei Input x das Ergebnis 2025
ausgibt oder nicht.
Warum ist das relevant?

> Allgemeine, vollstindige algorithmische Korrektheitspriifung
von Programmen ist z.B. in Python, C, Java, Haskell, ATEX, ...
nicht moglich.

Einzelne Aspekte fiir konkrete Programme konnen individuell
manchmal behandelt werden.
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Unberechenbarkeit in der Praxis

Heutige Computer und Programmiersprachen
sind nicht ausdrucksmachtiger als Turingmaschinen!
PS: Auch Al und Quantencomputer nicht.

Inbsesondere kann es kein Computerprogramm geben,
das folgendes Problem |6st:
> Gegeben ein Programm P in Python und einen ganzzahligen Input x,

> entscheide, ob das das Programm P bei Input x das Ergebnis 2025
ausgibt oder nicht.

Warum ist das relevant?

> Allgemeine, vollstindige algorithmische Korrektheitspriifung
von Programmen ist z.B. in Python, C, Java, Haskell, ATEX, ...
nicht moglich.

Einzelne Aspekte fiir konkrete Programme konnen individuell
manchmal behandelt werden.

» Terminierungsgarantie erfordert Einschrankung der Ausdrucksfihigkeit

(z.B. Epigram).
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Mehr Unberechenbarkeit /Unbeweisbarkeit

> Es gibt keinen Algorithmus, der entscheidet,
welche polynomialen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten
eine ganzzahlige Losung besitzen.

X2 — 1= 07 X2 41 = 07 X2025 + y2025 _ 22025
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Mehr Unberechenbarkeit /Unbeweisbarkeit

> Es gibt keinen Algorithmus, der entscheidet,
welche polynomialen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten
eine ganzzahlige Losung besitzen.

X2 — 1= 07 X2 +1=0 X2025 + y2025 _ 22025

Y

» Fiir die meisten reellen Zahlen gibt es keinen Algorithmus,
der ihre Dezimaldarstellung Schritt fiir Schritt ausgibt.

0,010010001..., 0,13023847198598629857127361...777
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Mehr Unberechenbarkeit /Unbeweisbarkeit

> Es gibt keinen Algorithmus, der entscheidet,
welche polynomialen Gleichungen mit ganzzahligen Koeffizienten
eine ganzzahlige Losung besitzen.

X2 — 1= 0? X2 +1=0 X2025 + y2025 _ 22025

» Fiir die meisten reellen Zahlen gibt es keinen Algorithmus,
der ihre Dezimaldarstellung Schritt fiir Schritt ausgibt.

0,010010001..., 0,13023847198598629857127361...777

» Man kann innerhalb der Mengenlehre nicht beweisen,
dass die Mengenlehre widerspruchsfrei ist.

0. {03, {0.{03}, {0.{0}{0,{0}}},

> ...

Clara Lsh Lésungen? 19



Epilog: Proofs = Programs



Formalisierung!

¥

Es ist moglich,
» mathematische Axiome
» Definitionen
> Sitze
> Beweise
> Beispiele

in geeigneten Programmiersprachen (Beweisassistenten) zu formalisieren.
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Formalisierung!

¥

Es ist moglich,
» mathematische Axiome
» Definitionen
> Sitze
> Beweise
> Beispiele

in geeigneten Programmiersprachen (Beweisassistenten) zu formalisieren.
Zum Beispiel: Automath [de Bruijn, 1967], HOL, Isabelle, Coq, Lean, Agda
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Formalisierung!

1.
U
|

Es ist moglich,
> mathematische Axiome
» Definitionen
> Sitze
> Beweise

> Beispiele
in geeigneten Programmiersprachen (Beweisassistenten) zu formalisieren.
Zum Beispiel: Automath [de Bruijn, 1967], HOL, Isabelle, Coq, Lean, Agda

> Es ist algorithmisch tiberpriifbar, ob solche Beweise korrekt sind.
> Es ist nicht algorithmisch iiberpriifbar, ob Satze korrekt sind.

Clara Lsh Epilog: Proofs = Programs
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