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Prof. Dr. S. Bosch/C. Léh Blatt 5 vom 15. November 2007

Aufgabe 1 (GauBlsche Primzahlen). Sei Z[i] der Ring der ganzen Gauflschen
Zahlen; zur Erinnerung: Z[i] ={z+i-y |z, y€ Z} C C.
1. Sei N: Z[i] — N, z — |z|? die Normabbildung. Zeigen Sie fiir alle Gauf}-
schen Zahlen z € Z[i]: Ist N(z) prim in Z, so ist z prim in Z[i].

2. Geben Sie sowohl ein Beispiel fiir eine Primzahl in Z, die prim in Z[i] ist
als auch ein Beispiel fiir eine Primzahl in Z, die nicht prim in Z[é] ist.

Aufgabe 2 (Bosch , Algebraj 2.4.8). Bestimmen Sie alle irreduziblen Polyno-
me vom Grad hochstens 3 im Polynomring Fa[X].

Aufgabe 3 (Bosch ,Algebrai 2.4.9). Sei p € N prim. Die Menge
Ly = {% ’ a, b € Z und p teilt nicht b}

bildet einen Unterring von Q.

1. Bestimmen Sie alle Ideale von Z,) und zeigen Sie, dass Z,) ein Haupt-
idealring ist.

2. Bestimmen Sie (bis auf Assoziiertheit) alle Primelemente von Z,).

Aufgabe 4 (RSA-Verschliisselung). Seien p und g € N zwei (grofle) verschie-
dene Primzahlen und n := p - ¢. Seien d, e € N (grofie, verschiedene) Zahlen
mit

geT(d,(p—1)(¢g—1)) =1 und d-e =1 (mod (p—1)(g—1)).
Das Paar (e, n) ist der sogenannte dffentliche Schliissel, das Paar (d,n) der pri-
vate Schlissel. Wir betrachten nun die Abbildungen (Ver- und Entschliisselung)

encrypt: Z/nZ — Z/nZ d decrypt: Z/nZ — Z/nZ
un -
M — m® m +— md.

Zeigen Sie, dass der private Schliissel Nachrichten (aus Z/nZ), die mit dem
offentlichen Schliissel verschliisselt wurden, entschliisseln kann:

1. Beweisen Sie zunichst Folgendes: Sei p € N eine Primzahl. Zeigen Sie,
dass mP~! =1 (mod p) fiir alle m € Z — pZ gilt.

2. Folgern Sie nun, dass decrypt o encrypt = idz /7.

Bemerkung. Dieses Verfahren ist asymmetrisch, d.h. Nachrichten, die mit dem 6ffent-
lichen Schliissel verschliisselt wurden, kénnen nicht mit dem offentlichen Schliissel
entschliisselt werden, sondern nur mit dem privaten.

Die Sicherheit des obigen Verfahrens beruht darauf, dass bislang keine effiziente
Methode bekannt ist, die es erlaubt, das Paar (d,n) aus (e,n) zu rekonstruieren.

Aufgabe 5. Zeigen Sie, dass es zu jedem n € N einen Ring gibt, der (modulo
Assoziiertheit) genau n Primelemente enthélt.
Hinweis. Betrachten Sie eine Variation der Konstruktion aus Aufgabe 3.
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