Algebra: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 11 vom 9. Januar 2026

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
werden teilweise in den Ubungsgruppen besprochen und kénnen zum ,, Aufwar-
men“ beim téglichen Uben verwendet werden.

Fingeriibung A (Wiederholung: Kérper aus Polynomen). Wiederholen Sie, warum
folgende Konstruktion funktioniert: Ist K ein Kérper und f € K[T)] irreduzibel,
so ist K[T]/(f) ein Korper.

Fingeriibung B (Kdrper?). Welche der folgenden Teilmengen von C sind Kérper
beziiglich den gewdhnlichen arithmetischen Operationen auf C ?

L. {a+i-V3-blabeZ}
2. {a+i-\V3-b|abeQ}
3. {a+i-v3-blabeR}
4. {a+i-v/3-b|a,beC}

Fingeriibung C (Korperhomomorphismen). Sei K einer der folgenden Korper.
Entscheiden Sie jeweils, ob es mehr als einen Kérperhomomorphismus K — K
gibt.

Q C, Fr, F[T)/(T*+1)

Fingeriibung D (Einheiten). Sei n € Ny(. Zeigen Sie, dass die multiplikative
Gruppe C* eine Untergruppe enthélt, die zu Z/n isomorph ist.

Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, kénnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (letzte Ziffern; 2 (=042) Punkte).
0. Wiederholen Sie den kleinen Satz von Fermat.

1. Bestimmen Sie die letzten beiden Ziffern von 20262°2° im Siebenersystem.

Hinweis. Achten Sie beim Aufschreiben auf préizise und verstéindliche Formulie-
rungen. Der Leser soll lesen, nicht dechiffrieren.

Aufgabe 1 (ungerade Grade; 4 Punkte). Sei L | K eine Kérpererweiterung und
sei a € L mit [K(a) : K| = 2025. Zeigen Sie, dass K(a) = K(a?).
Hinweis. Was wissen Sie iiber [K(a) : K(a?)] ?

Aufgabe 2 (Charakteristik; 4 (=2+2) Punkte). Seien K und L Korper. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort!

1. Ist L | K eine Korpererweiterung, so gilt char K = char L.
2. Ist char K = char L, so ist L | K eine Kérpererweiterung.

Bitte wenden



Aufgabe 3 (Primkérper; 4 (=2+42) Punkte). Sei K ein Korper.

1. Zeigen Sie, dass K genau einen beziiglich Inklusion kleinsten Korper enthilt,
den Primkérper von K.

2. Zeigen Sie:

e Ist char K = 0, so ist der Primkorper von K isomorph zu Q.

e Ist p € N prim und char K = p, so ist der Primkérper von K isomorph
zu .

Aufgabe 4 (Frobenius; 4 (=1+1+41+1) Punkte). Seip € N prim, sei K ein Kérper
der Charakteristik p und sei

F: K — K
x — xP

der Frobeniusendomorphismus.
1. Zeigen Sie, dass F tatséchlich ein Ringhomomorphismus ist.
2. Wie kann man den Frobeniusendomorphismus von I, auch beschreiben?
3. Zeigen Sie: Ist K endlich, so ist F' ein Isomorphismus.
4. Zeigen Sie: Ist K unendlich, so ist F' im allgemeinen kein Isomorphismus.
Bonusaufgabe (Origami-Konstruierbarkeit; 4 (=2+2) Punkte).

1. Schlagen Sie in der Literatur nach, wie Origami-Konstruierbarkeit (analog
zur Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal) definiert ist.

2. Skizzieren Sie einen Beweis dafiir, dass die Menge der in C aus {0,1}
Origami-konstruierbaren Punkte einen Korper bildet.

Hinweis. Im Sinne der guten wissenschaftlichen Praxis: Geben Sie vollstédndige,
nachvollziehbare Quellen an.

Abgabe bis 16. Januar 2026, 8:25, via Briefkasten/GRIPS



