Algebra: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 7 vom 28. November 2025

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
werden teilweise in den Ubungsgruppen besprochen und kénnen zum ,, Aufwiir-
men* beim téglichen Uben verwendet werden.

Fingeriibung A (Wiederholung: Polynomringe iiber Kérpern). Wiederholen Sie
Eigenschaften von Polynomringen iiber Korpern, die in der Linearen Algebra
behandelt wurden.

Fingeriibung B (universelle Eigenschaft des Polynomrings). Wiederholen und be-
weisen Sie die universelle Eigenschaft des Polynomrings.

Fingeriibung C (ldeale). Welche der folgenden Ideale in Z stimmen iiberein?
Fingeriibung D (Restklassenringe). Welche der folgenden Ringe sind isomorph?

Z/(2) xZ/(2), Z/(4), Z/(), Z[(2)xZ[B3), Z[(3)*xZ[(2), Z/(6)

Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, kénnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (Permutationen/Ordnung; 2 (=0+1+1) Punkte).
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort!

0. Wiederholen Sie das Signum und die Zykelzerlegung von Permutationen.
1. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Permutation in S5 mit Ordnung 6.
2. Gegen Sie ein Beispiel fiir eine Permutation in A7 mit Ordnung 6.

Hinweis. Beide Teilaufgaben besitzen sehr kurze Losungen aus dem Wald!

Hinweis. Achten Sie beim Aufschreiben auf prizise und verstdndliche Formulie-
rungen. Der Leser soll lesen, nicht dechiffrieren.

Aufgabe 1 (vierte Potenzen; 4 (=0+1+3) Punkte).
0. Wiederholen Sie die Konstruktion des Rings Z/(8).
1. Bestimmen Sie alle vierten und alle achten Potenzen in Z/(8).
Hinweis. Man muss dafiir fast nichts ausrechnen!
2. Folgern Sie, dass die Gleichung
22026 _ o 84 124 220 gg 2025 2026 _ 193456789

keine Losung x,y, z € Z besitzt.

Hinweis. Seien Sie sparsam beim Rechnen!

Bitte wenden



Aufgabe 2 (Funktionenringe; 4 (=2+42) Punkte). Sei R := C([0,1],R) der Ring
der stetigen Funktionen [0,1] — R beziiglich punktweiser Addition/Multipli-
kation, mit den konstanten Funktionen 0 bzw. 1 als neutralen Elementen. Welche
der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort (durch einen
Beweis oder ein geeignetes Gegenbeispiel)!

1. Die Menge {f € R| f(0) =0 = f(1)} ist ein Ideal in R.
2. Die Abbildung f — fol f(z) dz ist ein Ringhomomorphismus R — R.

Aufgabe 3 (endliche Integritatsringe; 4 Punkte). Zeigen Sie, dass jeder endliche
Integritétsring ein Korper ist.

Hinweis. Ist X eine endliche Menge und ist f: X — X injektiv, so ist f
bereits bijektiv.

Aufgabe 4 (Charakterisierung von Korpern iiber Ideale; 4 Punkte). Sei R ein Ring
mit R Zring {0}. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen Aquivalent sind:

1. Der Ring R ist ein Korper.

2. Der Ring R enthilt nur die Ideale {0} und R.
Hinweis. Was ist mit Idealen, die nicht-invertierbare Elemente enthalten?
Bonusaufgabe (drittelbar; 4 (=2+2) Punkte). Sei f € Z[T].

1. Zeigen Sie: Fiir alle m,n € Z ist m — n ein Teiler von f(m) — f(n).

2. Folgern Sie: Gibt es k € Z, so dass f(k), f(k+1) und f(k+2) alle durch 3
teilbar sind, so folgt: Fiir jedes n € Z ist f(n) durch 3 teilbar.

Abgabe bis 5. Dezember 2025, 8:25, via Briefkasten/GRIPS



