eit, um die Klausur
is undheinen Lichtbi
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Aufgabe 1 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Seien A und B aussagenlogische Variablen. Ist dann
(A\/ —|B) — —|(A/\ B)
eine aussagenlogische Tautologie?

2. Gilt fiir alle Mengen A und B mit A C B, dass P(A) C P(B) ist?

3. Sei AC Nmit 0 € Aund
Viea (n+1€A)vV(in—1€A)
Gilt dann bereits A =N ?

4. Ist die Relation {(m,n) | (m,n € N)A (m <n+2)} C Nx N auf N
transitiv?

Losung:

1. Nein, denn: Man betrachte das folgende Fragment der zugehorigen Wahrheits-
tafel:

A B|AV-B|~(AAB) | (AV-B) = ~(AAB)
wwW ‘ w ‘ f ‘ f

2. Ja, denn: Fiir alle C € P(A) gilt C C A C B, also auch C' C B, und daher
C € P(B).
[Hiufige Fehler: Oft wurden Elemente und Teilmengen von Mengen verwech-
selt.]

3. Im allgemeinen nicht, denn: Man betrachte zum Beispiel A := {0,1} € N
(diese Teilmenge von N erfiillt obige Bedingung, aber natiirlich ist A # N).
[Alternativ: Man betrachte die Teilmenge

A:=3NUQBN+1):={neN|(3teilt n)V ((n>0)A (3 teilt n—1))}.
Diese Menge erfiilt die Bedingung, aber z.B. 2 ¢ A.]
[Hiufige Fehler: Es geniigt nicht zu sagen, dass obige Bedingung nicht wie das
Induktionsprinzip ,aussieht“; es muss ein Gegenbeispiel gegeben werden. ]
4. Nein, denn: Beispielsweise gilt (6,4), (4,2) € {(m, n) ‘ m < n+ 2}, aber
(6,2) & {(m,n) ‘ m <n+2}.
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Aufgabe 2 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Sei A C R nicht-leer und fiir alle a € A gelte a < 0. Ist dannsup A < 0?7

2. Erfiillt jede (in R) divergente Folge (ay,)nen reeller Zahlen die folgende
Eigenschaft?

VaeR 356R>0 EINEN vneNZN ’@n—@|28-

L
2

3. Konvergiert die Folge (en?),en., in R ?

1
4. Konvergiert die Reihe > 7 | (%ﬁ)n inR?

Lésung:
1. Im allgemeinen nicht, denn: Man betrachte etwa A = Ry C R. Dann gilt

Vaca a <0,

aber sup A = 0.

[Hiufige Fehler: Es wurde hiufig behauptet, dass fiir alle A C R gilt, dass
sup A = 0 ist; im allgemeinen ist dies aber natiirlich nicht der Fall.]

2. Nein, denn: Die Folge (ap)nen := ((—1)")nen divergiert in R, aber sie erfiillt
nicht die angegebene Eigenschaft: Fiir alle n € N gilt |a2.,, — 1| = 0; also
existieren kein € € Ryg und N € N mit

VHENZN |an_1’ 25-

[Hiufige Fehler: Es geniigt nicht, festzustellen, dass ,,die“ Negation der Defi-
nition von Konvergenz anders ,aussieht* — denn es konnte ja trotzdem sein,
dass die obige Bedingung erfiillt ist.]

3. Ja, denn: Die Exponentialfunktion ist stetig und die Folge (1/n2)neN>0 kon-
vergiert (gegen 0); also konvergiert auch (exp(1/n?))nen., (gegen 1).

[Alternativ kann man auch itber Monotonie und Beschrinktheit argumentie-
ren.|
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[Hiufige Fehler:

— Oft wurde die Folge falsch abgeschrieben; im allgemeinen ist er%2 #* e% !

— Viele haben nicht erwihnt, dass die Exponentialfunktion stetig ist; im
allgemeinen vertauschen aber Funktionen nicht mit Grenzwerten.

— Einige Losungen enthielten nicht-existente Konvergenzkriterien oder es
wurden Konvergenzkriterien fiir Reihen angewendet.

]

4. Ja, denn: Fiir alle n € N>y gilt:

ETIE N
2+yn -2 4
1+% n 3\
und daher <2+\/ﬁ> < (Z) .
Da die (geometrische) Reihe Y 7, (%)n in R konvergiert, konvergiert nach

dem Majorantenkriterium auch die Reihe Y >, (;Ijﬁ)n
[Alternativ: Die Folge ((1+1/n)")nen., konvergiert in R (gegen e); insbeson-
dere exisitert ein C' € Ry mit: fiir allen € Nist (14+1/n)" < C. Damit erhélt
man, dass fiir alle n € N gilt, dass
EES ARSIl
24+ +/n ;T n

Die (geometrische) Reihe Y > 2% konvergiert aber; also konvergiert nach dem
1
Majorantenkriterium auch die Reihe ) >7 (;j \}Lﬁ)n ]

[Hiufige Fehler:

— Oft wurde die Reihe falsch abgeschrieben.

— Um Konvergenz nachzuweisen geniigt es nicht zu zeigen, dass die Rei-
henglieder eine Nullfolge bilden! (Man denke an die harmonische Reihe.)

— In vielen Losungen wurde das Majorantenkriterium auf eine gewisse geo-
metrische Reihe 7 ;2™ angewendet, wobei aber 2 von n abhéingt — das
geht natiirlich nicht.

— Oft wurde das Quotientenkriterium nicht richtig angewendet (Voraus-
setzungen nochmal genau anschauen!).
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Aufgabe 3 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Gibt es eine stetige Funktion f: [0, 1] — R mit f([0,1]) = [0,2]\ {1} ?
2. Gibt es eine stetige Funktion f: [0,1] — R mit f([0,1]) = Ry ?
3. Ist jede stetige und streng monotone Funktion [0, 1] — [0, 1] surjektiv?

4. Ist die Menge {x € R | In(z? + 1) < 2} in R offen?

Losung:

1. Nein, denn: Nach dem Zwischenwertsatz (angewendet auf ein Urbild von 0
bzw. 2) ist dies nicht méglich.

[Hiufige Fehler: Oft wurde eine gewisse Funktion als Gegenbeispiel angege-
ben; das geniigt natiirlich nicht — es muss ein allgemeines Argument gegeben
werden.

AuBerdem wurden in vielen Losungen Formulierungen wie ,unstetig bei 1¢
verwendet, obwohl es sich dabei um die 1 aus dem Bildbereich handeln sollte.
Nach Definition kann eine Funktion aber nur in Punkten des Startbereichs
stetig oder unstetig sein. |

2. Nein, denn: Die Menge [0,1] ist kompakt und nach dem Extremalprinzip
nimmt jede stetige Funktion auf einer kompakten Menge ein Maximum /Mini-
mum an, aber die Menge R~ enthiilt kein Maximum/Minimum.

[Es geniigt natiirlich, mit dem Maximum oder dem Minimum zu argumentie-
ren.]

[Hiufige Fehler: Hier wurden oft falsche Beispiele gegeben (z.B. die Exponen-
tialfunktion?!); dies ist vermutlich darauf zuriickzufiihren, dass nicht genau
verstanden wurde, was das Bild einer Menge unter einer Funktion ist. |

3. Nein, denn: Man betrachte etwa die stetige und streng monoton wachsende
Funktion 1/2-idjg ) [0, 1] — [0, 1], die nicht surjektiv ist.
[Hdiufige Fehler: Viele haben behauptet, dass fiir Funktionen [0,1] — [0, 1]

Injektivitdt und Surjektivitdt dquivalent sind; dies ist jedoch falsch (s. obiges
Beispiel). |
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4. Ja, denn: Man betrachte die Funktion

fTR— R

z+— In(z? +1) —
die als Komposition stetiger Funktionen stetig ist. Dann gilt
{reR|In(z?+1) <z} = fHRe).
Die Teilmenge Ro C R ist offen in R, also ist auch f~'(R.g) als Urbild einer

offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen in R.

[Alternativ kann man die obige Menge expliziter beschreiben und dariiber
argumentieren.]

[Hiufige Fehler: Es geniigt nicht, einfach nur die Definition von offen aufzu-
schreiben oder zu behaupten das Komplement wére abgeschlossen.

In mehreren Losungen wurde versucht, statt mit obiger Funktion f mit der
Funktion g:  — In(2? + 1) zu argumentieren und dann

{reR|In(z?+1) <z} =g ' (R,)

zu verwenden; diese Gleichung macht jedoch keinen Sinn — woher kommt das z
auf der rechten Seite?! |
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Aufgabe 4 (3 + 3+ 4 = 10 Punkte).

1.

Formulieren Sie den (zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integral-
rechnung!

Formulieren Sie den Satz iiber partielle Integration!

Beweisen Sie den Satz iiber partielle Integration mit Hilfe des (zweiten)
Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.

Lésung:

1. Seien a,b € R mit a < b und sei F': [a,b] — R auf [a, b] stetig und auf (a,b)

differenzierbar. Weiter sei f: [a,b] — R eine Riemann-integrierbare Funktion
mit

Dann gilt

[Hiufige Fehler: Oft war nicht klar zu erkennen, was die Voraussetzungen sind
und was die Folgerung/Behauptung ist; aulerdem waren die Voraussetzungen
zumeist unvollstéindig oder inkorrekt.

Einige haben den ersten und den zweiten Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung zu einem groflen Durcheinander ohne sinnvolle Aussage ver-
mischt. |

Seien a, b € R reelle Zahlen mit a < b und seien f,g € C*([a,b],R). Dann ist:

b b
/f’-g=<f-g><b>—<f-g><a>—/ g

[Dabei bezeichnen f” und ¢’ die stetigen Fortsetzungen der Ableitungen von f
bzw. g auf [a,b], vgl. Vorlesung,.]

[Hiufige Fehler: Auch hier war oft nicht klar zu erkennen, was die Voraus-
setzungen sind und was die Folgerung/Behauptung ist; aulerdem waren die
Voraussetzungen zumeist unvollstindig oder inkorrekt. |
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3. Seien f,g wie in Teil 2. Dann ist auch F := f - g in C'([a,b],R) (nach den
Vererbungseigenschaften fiir stetige bzw. differenzierbare Funktionen). Nach
der Leibnizregel gilt dabei

v1’6((1,1)) Fl('r) - f/(iL') : g(.’E) + f(IE) : g/(.’L')
und (die stetigen Fortsetzungen auf [a,b] von) f'-g, f-¢ und f'-g+9g-¢
sind auf [a, b] Riemann-integrierbar.

Damit folgt aus dem (zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung, dass

b b b
(f-g)(b)(f-g)(a)z/ (f'~g+f.g')=/ f’-g+/ ;g

und damit die Behauptung.

[Hiufige Fehler: Es wurde nicht immer argumentiert, warum die Funktio-
nen, die in den jeweiligen Beweisen integriert wurden, tatsichlich Riemann-
integrierbar sind. ]
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Aufgabe 5 (3 + 5 +4 = 12 Punkte).

1. Geben Sie die Definition der Funktionen sin: R — R und cos: R — R
an.

2. Beweisen Sie, dass sin: R — R auf R differenzierbar ist und zeigen Sie,
dass sin’ = cos ist.

3. Zeigen Sie, dass

0,1] — R

T — SInx - Ccosx

auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist und bestimmen Sie fol sinz-cosz dx.

Lésung:
1. Die Funktionen sin und cos sind definiert durch

sin: R — R
0 x2k+1
P S
— (2k + 1)!

> x?k
€T — kzz:o (—1)k k)]

(diese Potenzreihen konvergieren auf R absolut).

[Hiufige Fehler: In erschreckend vielen Abgaben waren die Definitionen von
Sinus/Cosinus falsch. Manchmal wurde vergessen, die Reihe zu bilden, oder
die rechte Seite hing iiberhaupt nicht vom Funktionsargument ab; Sie sollten
immer iiberpriifen, dass alle Variablen auf der rechten Seite eingefiithrt sind
und dass die Funktionsvariable verniinftig verwendet wird.

Hier oder zumindestens in der Losung zur zweiten Teilaufgabe musste aufler-
dem erw#hnt werden, dass obige Reihen wirklich konvergent sind (das gehort
zu einer Definition iiber Reihen immer dazu). |
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2. Die Funktion sin ist durch eine Potenzreihe gegeben, die laut Vorlesung fiir
jedes Arugment in Ry absolut konvergiert.

Sei r € Ryg. Nach dem Satz iiber die Differentiation von Potenzreihen ist sin
also auf dem Intervall (—r,r) differenzierbar und es gilt:

e 2k > 2k
Vxe(—r,r) sin |(—r,r) (l’) - Z( 1) (Qk + 1) (2]{ + 1)' Z ( 1) (2]-6‘)'
k=0 k=0
= cos(x).

Da Differenzierbarkeit eine lokale Eigenschaft ist, folgt daraus, dass sin auf R
differenzierbar ist und sin’ = cos gilt.

[Hiufige Fehler:

— Es muss begriindet werden, warum Differentiation und die Reihe ver-
tauscht werden konnen (z.B., indem wie oben der Satz iiber Differentia-
tion von Potenzreihen verwendet werden).

— Sinus und Cosinus sind keine Polynomfunktionen — es geniigt also nicht,
iiber die Differentiation von Polynomen zu argumentieren!

— Manche wollten die Differenzierbarkeit aus der Stetigkeit folgern; im all-
gemeinen sind stetige Funktionen aber nicht differenzierbar! (Man be-
trachte etwa die Betragsfunktion.)

]

3. Als Produkt stetiger Funktionen ist sin-cos auf R stetig, also insbesondere
auf [0,1] Riemann-integrierbar. Mit Integration durch Substitution (mit der
Subsititution ,sin(z) — z“), Aufgabenteil 1 und dem (zweiten) Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung erhalten wir

1 sin 1 z=sin1
. 1 5
sinx - cosx dx = zdz= |-z =
0 sin 0 2 z=sin 0

= — .sin’1.

2

- (sin® 1 — sin? 0)

N | =

[Alternativ: Mit partieller Integration und Aufgabenteil 1 erhalten wir

1 1
. . . r=1 .
sinz -cosz dx = [smx - S1n .Z'] =0 COST -SInx dl’,
0 0
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und damit

2

= — . (sin®1 — sin?0)

1
/ sinx - cosx dr =
0

DN | =

x|t~

. [sin 2:0

-sin? 1.

N = N =

Oder man gibt direkt eine Stammfunktion an und argumentiert {iber den
(zweiten) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung]

[Hiufige Fehler: (Die Tatsache, dass Produkte Riemann-integrierbarer Funk-
tionen Riemann-integrierbar sind, haben wir in der Vorlesung nicht behan-
delt.)

Oft gab es hier Rechenfehler bei den Vorzeichen (die aber in diesem Fall wirk-
lich essentiell sind). Es wurde nicht immer erklért, was in den einzelnen Schrit-
ten passiert (z.B. welche Integrationstechnik verwendet wird).

Es ist sin(1) # 1. |
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Aufgabe 6 (4 + 4 = 8 Punkte). Sei

fTR—R

r— 27 (22 4 1),
1. Zeigen Sie, dass f € C*(R, R) ist, und berechnen Sie die Ableitung von f.

2. Gibt es eine differenzierbare Funktion g: R — R mit ¢’ = f, die aufler-
dem ¢(0) =1 und ¢(1) = 0 erfiillt?

Losung:
1. Wegen
Veer f(z)=2""1.(2%4+1) = exp(In2- (z — 1)) - (22 +1)

ist f als Komposition/Produkt von stetig differenzierbaren Funktionen auch
stetig differenzierbar.
Es gilt (mit Leibniz- und Kettenregel) dabei
Veer f(z) =exp(In2-(z—1)) -2 (2> +1) +exp(ln2- (z —1))-2 2
=21 (In2- (2 +1)+2-2).

[Hiufige Fehler:
— Die Ableitung der Funktion x —— 2%~ ist nicht z — (z — 1) - 272,
— Die Ableitung der Funktion x —— In 2 ist nicht x —— 1/2.

— Oft wurde nur gezeigt, dass f differenzierbar ist, aber nicht, dass f
tatsdchlich in C'(R,R) liegt (also, dass die Ableitung stetig ist).

]

2. Nein, denn: Angenommen es gébe eine solche Funktion g. Der Mittelwertsatz
angewendet auf g|( 1) liefert dann ein £ € (0,1) mit

im Widerspruch zu f > 0 (was man leicht nachrechnen kann). Also kann es
keine solche Funktion g geben.
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[Alternativ kann man iiber den (zweiten) Hauptsatz der Differential- und In-
tegralrechnung argumentieren, indem man das Integral fol f abschétzt oder
gar berechnet.]

[Hiufige Fehler: Hier wurde oft nicht sauber formuliert, z.B.: Ist g(0) > g(1),
so heift dies natiirlich im allgemeinen nicht, dass g auf [0, 1] monoton fallend
ist ...]
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Aufgabe 7 (6 Punkte). Zeigen Sie, dass keine Funktion f: [0,1] — Ry
mit f(0) = 0 = f(1) existiert, die stetig ist und jeden ihrer Werte genau
zweimal annimmt.

Lésung: Angenommen f: [0,1] — Rxg erfiillt die obige Bedingung. Da f stetig
und [0, 1] kompakt ist, existiert nach dem Extremalprinzip ein zq € [0, 1] mit

Veep,y f(@) < f(x0).

Nach Voraussetzung existiert dann aufierdem ein z; € [0, 1]\ {zo} mit f(z1) = f(x0)
und

Veeo, )\ w0z} f(T) < fl@o) = f(21).

Ohne Einschrinkung gelte 9 < z7. Dann gilt (da f nach Voraussetzung keine
negativen Werte annimmt)

To+ 21
F0) = F(1) =0 < f(Z52) < fwo) = f(w0).
Nach dem Zwischenwertsatz existieren also &y € [0, zo] und &; € [x1, 1] mit

To + 21

fleo) = (%5

) = 1)

im Widerspruch zur Voraussetzung, dass f jeden Wert genau zweimal annimmt.
[Hiufige Fehler:

— Es hat sich herausgestellt, dass die Voraussetzung f(0) = 0 = f(1) (die eigent-
lich nur dazu dienen sollte, etliche Fallunterscheidungen zu vermeiden) viele
dazu verleitet hat, den Satz von Rolle anzuwenden; die gegebene Funktion war
jedoch nur als stetig vorausgesetzt und fiir den Satz von Rolle bendtigt man
Differenzierbarkeit!

— Einige haben nur ein Bild gemalt, aber keinerlei exakte Argumente geliefert.
(Aber ein Bild kann natiirlich helfen, eine Beweisidee zu finden.)

— Oft wurden zusétzliche Symmetriebedingungen an die gegebene Funktion ge-
stellt, die jedoch im allgemeinen nicht vorhanden sind (z.B. Achsensymmetrie).

— Es geniigt nicht, mit einer konkreten Funktion zu argumentieren.



