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Aufgabe 1 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Seien A und B aussagenlogische Variablen. Ist dann
(ANB) = (B=A)
eine aussagenlogische Tautologie?
2. Gilt (ANB)NC =AnN(AUCQC) fiir alle Mengen A, B,C'?
3. Sind alle reflexiven Relationen symmetrisch?

4. Ist {(m,n) | (m € N)A(n € N)A (Fyex m+n==k)} C NxN eine
Aquivalenzrelation auf N ?

Lésung:

1. Ja, denn: Wir betrachten die zugehétrige Wahrheitstafel:

A B|AANB| A= B | (AAB)= (B= A)

w w
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2. Nein, denn: Wir betrachten die Mengen B := (), A := {(} =: C (oder irgend-
eine andere nicht-leere Menge). Dann gilt

(ANB)NC=0NC=0#{0} ={0}n({0}u{0}) =An(AUC).
3. Nein, denn: Man betrachte etwa die Relation ,,<* auf R, die reflexiv aber nicht
symmetrisch ist.

4. Ja, denn: Es gilt
Vm,nEN HkEN m+n==k

(ndmlich k& = m + n*), und damit
{(m,n) | (meN)A(neN)A (Jgen m+n=k)} =NxN.

Die Relation N x N ist aber natiirlich eine Aquivalenzrelation auf N.
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Aufgabe 2 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Ist eine Folge (a,)nen in R genau dann monoton wachsend, wenn folgen-
des gilt?
vnEN EImEN ((m > n) AN (a'm Z an))-

2. Besitzt jede Cauchyfolge in Q einen Grenzwert in R 7

3. Ist die Folge ( Jnen in R konvergent?

_Vn
712011

4. Tst die Reihe Zio:l(ﬁ)” in R konvergent?

Lésung:

1. Nein, denn: Zum Beispiel erfiillt die Folge ((—1)")nen obige Bedingung (fiir
jedes n € Nist 2n +2 > n und 1 = (—1)?""2 > (—1)"), aber diese Folge ist
nicht monoton wachsend.

2. Ja, denn: Jede Cauchyfolge in Q ist auch eine Cauchyfolge in R und die reellen
Zahlen sind Cauchy-vollstindig.

3. Ja, denn: Diese ist eine Nullfolge, denn: Sei e € Rvgund N € N grofer als 1/£2.

Dann gilt
1 1
S N VAL | P VAL S
= n + 2011 n vVn — /N
4. Nein, denn: Fiir alle n € N gilt
1 1 1

(Vnti-1) = (Vi) n+l

und die Reihe )7, n%rl divergiert (harmonische Reihe); also divergiert auch

Yool %Tlrl_l)” nach dem Majorantenkriterium.
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Aufgabe 3 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1
2
3
4

Sind alle stetigen Funktionen [0, 1] — R beschrankt?
Sind alle stetigen Funktionen (0,1) — R beschrankt?
Sind alle injektiven Funktionen [0, 1] — R stetig?

Gibt es Teilmengen von R, die in R offen und abgeschlossen sind?

Losung:

1.

Ja, denn: Das abgeschlossene Intervall [0, 1] ist kompakt; also nimmt jede ste-
tige Funktion [0,1] — R nach dem Extremalprinzip ihr Minimum/Maxium
auf [0,1] an und ist insbesondere beschrénkt.

. Nein, denn: Man betrachte etwa die Funktion

(0,1) — R
r— 1/x.

. Nein, denn: Man betrachte etwa die Funktion

0,1] — R
z falls0 <z <1
’_>
2 falls x =1;

diese Funktion ist injektiv (da streng monoton wachsend), aber nicht stetig
in 1.

. Ja, denn: Zum Beispiel ist () C R offen (klar nach Definition) und abgeschlossen

in R (da R\ 0 =R in R offen ist).
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Aufgabe 4 (3 + 3+ 4 = 10 Punkte).
1. Formulieren Sie den Satz von Rolle!
2. Formulieren Sie den Mittelwertsatz!

3. Beweisen Sie den Mittelwertsatz mit Hilfe des Satzes von Rolle.

Lésung:

1. Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine Funktion, die auf [a, b] stetig
und auf (a,b) differenzierbar ist, mit f(a) = f(b). Dann existiert ein & € (a, b)
mit f'(§) = 0.

2. Seien a,b € R mit a < b und f: [a,b] — R eine Funktion, die auf [a, b] stetig
und auf (a,b) differenzierbar ist. Dann existiert ein £ € (a, b) mit
b—a

3. Sei f eine Funktion, die die Voraussetzungen aus Teil 2 erfiillt. Dann ist (nach
den Vererbungseigenschaften fiir stetige/differenzierbare Funktionen) auch

g:=1f-(b—a)=(f(0) = fa)) -idjgy: [a,0] — R

stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), und es gilt

g(b) = £(b) - (b—a) — (f(b) — f(a)) - b= f(a) - b— f(b) - a=g(a).

Nach dem Satz von Rolle existiert daher ein £ € (a,b) mit

0=4g'() = f'(&) (b—a) = (f(b) - f(a)),

woraus der Mittelwertsatz folgt.
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Aufgabe 5 (4 + 3 = 7 Punkte). Zu n € Ny sei
fu:[0,1] — R
1
x— (1 + —) st
n

1. Zeigen Sie, dass es eine Funktion [0,1] — R gibt, gegen die die Fol-
ge (fn)nen., auf [0, 1] punktweise konvergiert.

2. Ist diese Konvergenz sogar gleichmaflig auf [0, 1] ?

Losung:

1. Es gilt limy,,00(1 + 1/n) = 1 und fiir alle x € [0,1) ist lim,,_o, 2™ = 0. Daher
folgt mit den Grenzwertsétzen:

y . (1+1> . 0 fals0<z<1
" m — )T =
€01 n 1 fallsx = 1.

Mit anderen Worten: Die Folge (fn)nen., konvergiert auf [0,1] punktweise
gegen die Funktion

f:00,1] — R

0 falls0<z<1
T
1 falls x = 1.

2. Nein, denn: Fiir alle n € Nyg ist die Funktion f,, stetig. Wiirde die Fol-
ge (fn)nen auf [0, 1] gleichmiBig gegen f konvergieren, so wire auch die Grenz-
funktion f stetig; aber f ist nicht stetig in 1. Also kann die Konvergenz nicht
gleichméfig sein.

[Alternativ kann man auch mit einfacher Rechnung zeigen, dass die Funktio-
nenfolge nicht gleichméBig konvergiert. |
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Aufgabe 6 (4 + 3+ 3+ 3 = 13 Punkte). Sei

fiRyg—R
r — (x4 2011)°.

1. Zeigen Sie, dass f € C'(R.g,R) ist, und berechnen Sie die Ableitung
von f auf R.g.

2. Ist f monoton?
3. Zeigen Sie, dass die Funktion
g:[0,1] — R
v x- f(2®+1)
auf [0, 1] Riemann-integrierbar ist.

4. Bestimmen Sie fol g

Lésung:

1. Nach Definition gilt fiir alle z € Rso, dass f(z) = exp(In(z + 2011) - z). Als
Komposition von C!'-Funktionen ist f daher nach den Vererbungseigenschaf-
ten stetiger bzw. differenzierbarer Funktionen auch in C!(R<,R).

Mit der Ketten- und Leibnizregel erhalten wir fiir alle z € R~(, dass

f/(x) = exp(In(z + 2011) - ) - (ﬁ + In(z + 2011) - 1)
X
- 2119”-(7 1 211).
(x +2011) x+2011+ n(x + 2011)

2. Ja, denn: Die Exponentialfunktion, der natiirliche Logarithmus und die auf-
tauchenden linearen Funktionen sind monoton wachsend; daher ist auch die
Komposition f monoton wachsend.

[Alternativ kann man auch dariiber argumentieren, dass die Ableitung positiv
ist.]

3. Die Funktion g ist als Komposition stetiger Funktionen stetig und damit ins-
besondere auf [0, 1] Riemann-integrierbar.

4. Wir benutzen die Substitutionsregel (,,z <+ 2 4+ 1) und den Hauptsatz um
das Integral zu bestimmen:

ey T

=5 -(2013% — 2012).



Name: Matrikelnr: [ T T T [T 1] Seite 8/8

Aufgabe 7 (6 Punkte). Sei f: [0,1] — R eine stetige Funktion mit f(z) > 0
fiir alle z € [0, 1]. Zeigen Sie, dass dann fol f >0 ist.

Lésung: Nach dem Extremalprinzip nimmt die stetige Funktion f auf der kompakten
Menge [0,1] ein Minimum an, das nach Voraussetzung grofer als Null ist. Also
existiert ein € € Ry mit

Veep, fl) > e

Aus der Monotonie des Riemann-Integrals folgt daher

1 1
/f2/£:5>0.
0 0



