Ubungen zur Analysis 11

Prof. Dr. C. Loh/M. Blank Blatt 4 vom 11. November 2011

Aufgabe 1 (Hausdorffriume und stetige Abbildungen). Seien (X,Tx) und
(Y, Ty ) topologische Rdume.

1. Sei f: X — Y stetig und surjektiv, und sei X hausdorffsch. Ist dann
auch Y = f(X) hausdorffsch? Begriinden Sie Ihre Antwort!

2. Zeigen Sie: Sind X und Y hom&omorph, so ist X genau dann hausdorffsch,
wenn Y hausdorffsch ist.

Aufgabe 2 (Hausdorffriume und die Diagonale). Sei (X,T') ein topologischer
Raum. Zeigen Sie, dass X genau dann hausdorffsch ist, wenn die Diagonale

Ax:={(z,2) |re X} C X xX

in X x X (beziiglich der Produkttopologie) abgeschlossen ist. Illustrieren Sie
Thren Beweis durch geeignete schematische Skizzen!

Aufgabe 3 (Produkte kompakter Riume, I). Zeigen Sie, dass der nachfolgende
,Beweis“ nicht korrekt ist, indem Sie erkldren welcher Schritt nicht korrekt
ist und ein Beispiel angeben, das zeigt, dass dieser Schritt nicht korrekt ist.
Ergénzen Sie Ihre Argumente jeweils durch geeignete schematische Skizzen!

Behauptung. Seien (X, Tx ) und (Y, Ty') topologische Riume. Sind X und Y
kompakt, so ist das Produkt X x Y beziiglich der Produkttopologie kom-
pakt.

Beweis. Sei U eine offene Uberdeckung von X x Y. Nach Definition der
Produkttopologie kann jede offene Menge in X XY durch ,,offene Késtchen*
iiberdeckt werden (d.h. durch Mengen der Form Vx x Vy-, wobei Vx C X
in X offen ist und V3 C Y in Y offen ist).

Indem wir zu einer Verfeinerung von U {ibergehen, kénnen wir also ohne
Einschriinkung annehmen, dass U eine Uberdeckung von X x Y ist, die
nur aus offenen Késtchen besteht. Mit anderen Worten: Bezeichnen wir
mit 7x: X XY — X und 7y : X XY — Y die Projektionen, so gilt fiir
alle Ve U, dass V = mx(V) x my (V) und dass 7x (V) und 7wy (V) in X
bzw. Y offen sind.

Da die Projektionen surjektiv sind, sind somit
Ux ={nx(V)|VeU} und Uy:={my(V)|VeU}

offene Uberdecku.l.lgen von X bzw. Y. Da X und Y kompakt sind, enthal-
ten diese offenen Uberdeckungen jeweils endliche offene Teiliiberdeckungen
von X bzw. Y. Also gibt es n,m € Nund Vi,..., V4 € U, so dass

X=mx(V;) wd Y= [J 7.
J=1 j=n+1

Dann ist aber {V; = 7x(V;) x 7y (Vj)|7 € {1,...,n +m}} C U natiirlich
eine offene Uberdeckung von X x Y. Also ist X x Y kompakt. O

Hinweis. Obwohl dieser ,,Beweis* falsch ist stimmt die Behauptung (s. Aufga-
be 4).

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Produkte kompakter Ridume, IT). Zeigen Sie, dass das Produkt von
zwei kompakten topologischen Rédumen beziiglich der Produkttopologie kom-
pakt ist, indem Sie wie folgt vorgehen: Seien (X, Tx) und (Y, Ty ) topologische
Réume und sei U eine offene Uberdeckung von X x Y (beziiglich der Produkt-
topologie).

1. Zeigen Sie, indem Sie die Definition der Produkttopologie und die Kom-
paktheit von Y verwenden, dass es zu jedem x € X eine offene Umge-
bung V(z) C X von z in X mit der Eigenschaft gibt, dass V(z) x Y durch
endlich viele offene Mengen aus U iiberdeckt wird.

2. Zeigen Sie nun mit Hilfe der Kompaktheit von X, dass es eine endliche
Teilmenge X’ C X gibt mit

X=J V).

zeX'

3. Schlieflen Sie nun, dass U eine endliche offene Teiliiberdeckung enthélt.
Tllustrieren Sie Thre Beweise jeweils durch geeignete schematische Skizzen!

Bonusaufgabe (Fiskal global). Das neue globalisierte pangalaktische Steuer-
recht macht den Besitz von nicht-kompakten Lindereien duflerst unattraktiv.
Commander Blorx mochte jedoch dennoch nicht auf den Komfort einer mit
Fur-Aces veredelten Residenz verzichten, die ihm das Gefiihl unendlicher Wei-
ten verleiht: Das Material Fur-Aces ist lokal homéomorph zu R2011,

Kann Commander Blorx seine Residenz so gestalten, dass er den Féngen des
Fiskus entgeht?

Mit anderen Worten: Gibt es einen nicht-leeren, kompakten topologischen
Raum (X,T) mit folgender Eigenschaft: Zu jedem z € X gibt es eine offene
Umgebung von z in X, die zu R?*! homéomorph ist?

Abgabe bis zum 18. November 2011, 12:00 Uhr, in die Briefkiisten



