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Aufgabe 1 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1.

Sei (X, d) ein nicht-leerer vollstandiger metrischer Raum. Ist dann jede
Abbildung f: X — X, die einen Fixpunkt in X besitzt, kontrahierend?

Seien (X,Tx) und (Y,Ty) topologische Rédume und sei f: X — Y
stetig. Ist dann f~1(A) fiir alle abgeschlossenen Teilmengen A C Y ab-
geschlossen in X 7

Sind alle offenen Teilmengen von zusammenhingenden topologischen
Réumen zusammenhéngend (beziiglich der Teilraumtopologie)?

Sind alle Hausdorff-Rdume kompakt?

Lésung:

1.

Nein, denn: Die Funktion

2-idp: R — R
r—2-x

besitzt einen Fixpunkt ohne kontrahierend zu sein.

[Es gibt hier sehr viele weitere Gegenbeispiele, etwa idg.]

. Ja, denn: Ist A C Y abgeschlossen in Y, so ist Y \ A offen in Y. Da f stetig

ist, ist also X \ f71(A) = f~}(Y \ A) C X offen in X und daher f~1(A) C X
abgeschlossen in X.

. Nein, denn: Man betrachte etwa die Menge (0,1) U (2,3) als Teilmenge des

zusammenhédngenden topologischen Raumes R.

[Es gibt hier viele weitere Beispiele].

. Nein, denn: Man betrachte etwa R mit der diskreten bzw. mit der Standard-

topologie.

[Auch hier sind viele weitere Gegenbeispiele moglich].
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Aufgabe 2 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Gibt es einen C'-Diffeomorphismus f: R? — R20M mit der Eigen-
schaft, dass det J f(z) = ||z||2 fiir alle x € R gilt?

2. Sei f: R* — R zweimal differenzierbar. Gilt dann fiir alle h € R*, dass
FUOY(hy4-h) = F7(0)(2 - h,2 - h) ist?

3. Sei f € CHRM,RM) und det Jf(0) = 2012. Gibt es dann ein ¢ € Rog
mit B(f(0),¢) C f(RM)?

4. Sei f: R? — R partiell differenzierbar mit 0, f = 0. Gilt dann bereits
£((0,0)7) = f((1,0)7) ?

Lésung:

1. Nein, denn: Ist f: R — R ein Diffeomorphismus, so ist die Matrix Jf(z) in
jedem x € R invertierbar, insbesondere gibt es keinen Diffeomorphismus
f: RO s R20IL it det J £(0) = ||0]|2 = 0.

2. Ja, denn: Die Abbildung f”(0) ist bilinear, daher gilt fiir alle h € R?*, dass
f70)(h,4-h) =4 f(0)"(h,h) = f"(0)(2-h,2-h).

3. Ja, denn: Nach dem Satz tiber lokale Umkehrbarkeit gibt es eine (offene)
Umgebung U C R von 0 derart, dass f(U) offen ist. Insbesondere existiert
ein ¢ € Ry mit B(f(0),¢) C f(U) C f(RY).

4. Ja, denn: Die Funktion
g R—R
t— f((£,0)")

ist nach Voraussetzung differenzierbar und erfiillt ¢’ = 0. Die Funktion g ist
daher konstant (nach dem Mittelwertsatz in Dimension 1), insbesondere gilt

F(0,0)7) = f((1,0)7).
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Aufgabe 3 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Gibt esein f € C*(R*,R) mit Af =17
2. Ist {x € R? | 2y - x3 = 1 + 11} eine C''-Untermannigfaltigkeit von R3 ?
3. Besitzt jede stetig differenzierbare Abbildung R?> — R hochstens end-
lich viele lokale Extremalstellen?
4. Was ist der Wert des Integrals
/ sin(z - y?) -y dN*(x,y) ?
[—1,1]x[0,1]
Losung:
1. Ja, zum Beispiel die Funktion o — 1/2 - 2.
2. Ja, denn: Die Funktion
¢:RP —R
T+——x9-T3—x1 — 1
ist eine C'-Funktion und fiir alle z € R3? gilt Jp(x) = (—1,23,22) # 0,
insbesondere ist 0 ein regulidrer Wert dieser Funktion. Die Aussage folgt daher
aus dem Satz iiber regulédre Werte.
3. Nein, denn: Beispielsweise hat die Funktion (R?> — R;  ~ 0) unendlich
viele lokale Extremstellen.
[alternatives Beispiel: die Funktion (R? — R; 2 +— sin(x1) + sin(z2)), oder
sin(x1) - cos(x2) oder sin(z) etc.]
4. Die Funktion R? — R, (z,y) — sin(x - y?) - y erfiillt die Voraussetzungen

des Satzes von Fubini und wir erhalten:

/ sin(e )y o) = [ [ sineey) g an @) v
[—1,1]x[0,1] [0,1] [—1,1]

=0, da sin eine ungerade Funktion ist

=0.

[Alternativ kann man das Integral auch von Hand ausrechnen.]
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Aufgabe 4 (5 + 1+ 2 = 8 Punkte).

1.
2.

Formulieren Sie den Satz von Picard-Lindelof!
Auf welchem Satz beruht der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof?

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Situation, in der der Satz von Picard-
Lindelof anwendbar ist (und erkldren Sie, warum die Voraussetzungen
erfiillt sind).

Lésung:

1.

Der Satz von Picard-Lindeldf. Sei n € N, sei D C R x R" offen, sei tg € R
und zg € R™ mit (tg,x0) € D und sei f: D — R stetig und lokal Lipschitz
in den letzten n Variablen. Wir betrachten die folgende Differentialgleichung
(ein sogenanntes Anfangswertproblem):

Gesucht: y € C'((R"), (R™)) mit

y, = f(vy)
y(to) = o

Dann gilt:

(a) Lokale Ezistenz. Es existiert ein dp € Rsg, so dass dieses Anfangswert-
problem eine Losung in C*([tg — &9, to + &o], R") besitzt.

(b) Eindeutigkeit. Ist I C R ein Intervall mit ¢y € I und sind y,7 € C1(I,R")
Losungen des obigen Anfangswertproblems, so ist y = 7.

[+1 Extrapunkt fiir eine Definition von lokal lipschitz in den letzten n Va-
riablen: Sei n € N, sei D C R x R" offen und sei f: D — R" eine Ab-
bildung. Dann ist f lokal Lipschitz in den letzten n Variablen, wenn: Fiir
alle (tp,xzo) € D (mit tp € R und xp € R"™) gibt es ein § € R+, eine offene
Umgebung U C R™ von xp mit [tg — d,t9 + ] x U C D, und ein L € R>o mit

Vielto—s,to+s] Vagev ||f(tz)— f(6,T)|, < L- |z —Z2. ]

Der Beweis des Satzes von Picard-Lindelof beruht auf dem Banachschen Fix-
punktsatz.
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3. Der Satz von Picard-Lindelof ldsst sich insbesondere auf lineare Anfangs-
wertprobleme mit konstanten Koeffizienten anwenden, da die beschreiben-
den Funktionen als lineare Funktionen zwischen endlich-dimensionalen Vek-
torrdumen in diesem Fall Lipschitz-stetig sind (insbesondere stetig und lokal
Lipschitz in den letzten Variablen). Ein konkretes Beispiel ist etwa durch die
Fragestellung aus Aufgabe 6 gegeben.

[Alternativ: Man betrachte das Anfangswertporblem

Gesucht: y € C'((R'), (R")) mit

y = 0=f(,y) und
y(0) = 0
wobei
fTRxR—R
(t,x) — 0

offensichtlich lokal lipschitz in der letzten Variablen und stetig ist.]
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Aufgabe 5 (2+ 4+ 4 = 10 Punkte). Sei
7: R — R?
cos(2 - e')
b= (1 — sin(2- et))
1. Skizzieren Sie das Bild von 7.

2. Zeigen Sie, dass v eine regulire parametrisierte Kurve in R? ist und
bestimmen Sie eine zu ~ dquivalente nach Bogenlédnge parametrisierte
Kurve in R?.

3. Sei

f:R*—1R
z— In(2 + (1 — 23)? + 1).

Zeigen Sie, dass (Vf(v(t)),~'(t)) = 0 fiir alle ¢ € R gilt.

Lésung:

1. Skizze siehe Abbildung 1

Abbildung 1: Bild von ~ in R?

2. Die Kurve v ist stetig differenzierbar und es gilt fiir alle ¢ € R, dass

et - sin(2 - et))

5 2
/ 2 _ e
o= (256 i e

=2.¢e #£0,
2
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also ist v reguldr parametrisiert. Die Kurve

7:R — R?

e (1 Snto)

ist offensichtlich regulér, nach Bogenlédnge parametrisiert und zu v dquivalent
(eine Umparametrisierung ist durch den C!-Diffeomorphismus

R — Ryp
t—s 2. ¢
gegeben).
3. Fiir alle t € R gilt
f(v(t)) = In(cos®(2 - ") +sin*(2- €') + 1) = In(2).

Also gilt v(R) C f~!(In(2)), d.h.  bildet in eine Niveaumenge von f ab. Der
Gradient der differenzierbaren Funktion f ist orthogonal zu den Niveaulinien
von f, also gilt die Behauptung.

[Alternativ kann man von Hand nachrechnen, dass die behauptete Gleichung
gilt.]
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Aufgabe 6 (4 +4 + 4 = 12 Punkte). Sei
f:R* — R?
()= ()
Wir betrachten die Differentialgleichung
Gesucht: y € C'((R'), (R?)) mit
y ="foy

1. Skizzieren Sie die Phasenebene und darin die Losungen dieser Differenti-
algleichung, und bestimmen Sie alle stationdren Punkte dieser Differen-
tialgleichung.

2. Bestimmen Sie alle Losungen in C*(R,R?) der zugehdrigen homogenen
Differentialgleichung.

3. Bestimmen Sie alle Losungen y € C'(R, R?) der obigen Differentialglei-
chung mit y(0) = 0.

Losung:

1. Es gibt offensichtlich genau einen stationdren Punkt, namlich (1, —1)". Skizze
siehe Abbildung 2.

2. Die Differentialgleichung lésst sich schreiben als
Gesucht: y € C'((R"), (R?)) mit
;o (L1
Yo 1)V o)
A

Die Matrix A ldsst sich iiber R (nach kurzer Rechnung) wie folgt diagonali-

sieren: <_11 (1)) _ <(1) _21> : ((1) _01> : Gg (1)>
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Abbildung 2: Phasenebene mit stationdrem Punkt und einigen Losungen

Damit erhalten wir als (eine) Fundamentalmatrix der homogenen linearen
Differentialgleichung die Abbildung

R — R>*?
0 2 1 0 1/2 1
t— exp(t- A)= (1 _1> - exp (t- (0 _1>> : (1/2 0)
_ et 0
S\1/2- (et —et) et
Der Losungsraum ist also gegeben durch die Menge
a - exp o(— idg)
—% -expo(—idr) +b-exp
[Alternativ: Man kann auch die Losungen raten und geeignet argumentieren,

dass dies die einzigen sind (etwa iiber die Form der Losiingen von linearen
Differentialgleichungen etc.).

a,bER}.

Alternativ: Man kann auch erst die Differentialgleichung in der ersten Kom-
ponente 16sen und damit die Differentialgleichung in der zweiten Komponente
bestimmen und 15sen. |
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3. An der inhomogenen Differentialgleichung (oder der Skizze aus Teil 1) kann
man direkt eine Losung ablesen, nédmlich die konstante Funktion

R — R?

e (1),

Damit erhélt man als Losungsraum der inhomogenen Differentialgleichung die

Menge
I— 1+ a-expo(—idg)
Tl \-1-% - expo(—idr)+b-exp

Die einzige Losung ¢ € L mit ¢(0) = 0 ist also die Funktion

a,bER}.

R — R?
t — 1 —c!
71+%.€_t+%.6t :

[Alternativ: Man kann die Losung auch mittels Variation der Konstanten be-
stimmen.

Alternativ: Man kann die Losung auch raten und mittels Picard-Lindelof die
Eindeutigkeit begriinden].
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Aufgabe 7 (6 Punkte). Sei n € N>y und sei M C R" eine kompakte nicht-
leere C'-Untermannigfaltigkeit der Dimension n — 1. Zeigen Sie, dass es einen
Punkt z € M mit

"M =R x {0} cR"

gibt.
Hinweis. Betrachten Sie die Abbildung
R" — R
T — Tp.

Lésung: Man betrachte die differenzierbare Abbildung

pn: R" — R
T — Tp.

Da M kompakt ist, nimmt p,, auf M ein Maximum [alternativ: Minimum]| in einem
Punkt © € M an. Sei ¢ € Ryg und v: (—¢,e) — R eine parametrisierte Kurve
mit v(0) =  und y((—¢,¢)) € M. Dann ist p, oy: R — R eine differenzierbare
Funktion, die in 0 ein Maximum annimmt, also gilt (p, o )’(0) = 0 und damit

0= (pn ©7)(0) = p,(7(0)) 2 (0)n = p ©7'(0) =+ (0)-

Daher folgt TR"M < R" ! x {0}. Die gewiinschte Gleichheit folgt aus Dimensi-
onsgriinden, da TX" C R™ ein (n — 1)-dimensionaler Unterraum ist (da M eine
(n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist).



