Kommutative Algebra: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 2 vom 21. April 2026

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
konnen zum ,,Aufwérmen* beim téglichen Uben verwendet werden und werden
teilweise in den Ubungsgruppen besprochen.

Fingeriibung A (Wiederholung: universelle Eigenschaften). Wiederholen Sie uni-
verselle Eigenschaften aus der Linearen Algebra I/IT (Quotienten, direkte Sum-
men, direkte Produkte, freie Moduln, Tensorprodukte, ... ).

Fingeriibung B (partiell geordnete Mengen als Kategorien).

1. Wie kann man ,sinnvoll* aus einer partiell geordneten Menge eine Kate-
gorie definieren?

2. Wie kann man Funktoren zwischen solchen Kategorien in der Sprache der
partiell geordneten Mengen beschreiben?

Fingeriibung C (Funktoren). Liefern die folgenden Konstrukte Funktoren vom
Typ Vectg — Vectgr 7

1. Auf Objekten: V +— V
Auf Morphismen: f — 0

2. Auf Objekten: V +— {0}
Auf Morphismen: f +— 0

3. Auf Objekten: V +— V
Auf Morphismen: f — idy

4. Auf Objekten: V +— V
Auf Morphismen: f — 2026 - f

Fingeriibung D (kommutative Diagramme).

1. Geben Sie ein Gleichungssystem an, das zur Kommutativitidt des unten-
stehenden Diagramms dquivalent ist.
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2. Wie kann man die Eigenschaft, dass eine Abbildung von Mengen selbst-
invers ist, durch ein geeignetes kommutatives Diagramm beschreiben?

Hinweis. Achten Sie beim Aufschreiben auf eine sprachlich prizise, inhaltlich
sinnvoll gegliederte und tibersichtliche Darstellung!

Aufgabe 1 (Gruppenkategorien; 4 Punkte). Seien G und H Gruppen. Wie kann
man Funktoren Cg — C'y gruppentheoretisch beschreiben? Formulieren Sie
eine geeignete Behauptung und beweisen Sie diese!

Bitte wenden



Aufgabe 2 (Hom; 4 (=2+2) Punkte). Seien X und Y Moduln iiber Z. Welche
der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr? Begriinden Sie
Thre Antwort!

1. Gilt zHom(X,Z) 24 zHom(Y,Z), so folgt X 2, Y.
2. Gilt zHom(Z, X) 224 zHom(Z,Y), so folgt X =2, Y.

Aufgabe 3 (direkte Summen; 4 (=2+2) Punkte). Sei K ein Kérper und sei V' ein
K-Vektorraum.

1. Definieren Sie die Funktoren Vecty — Vecty, die mit der suggestiven
Notation V@ g - und - ®x V bezeichnet werden. Warum handelt es sich
tatsachlich um Funktoren?

2. Zeigen Sie, dass die Funktoren V @ - und - @x V natiirlich isomorph
sind (als Funktoren Vectxy — Vecty).

Aufgabe 4 (adjungierter Funktor zum Vergessen von Kommutativitit; 4 Punk-
te). Sei V: Ab — Group der Vergissfunktor. Zeigen Sie, dass es einen Funk-
tor A: Group — Ab gibt, so dass es einen natiirlichen Isomorphismus

MOTAb(A( . ), . ) = MorGroup( . 7V( : ))

(als Funktoren Group®® x Ab — Set) gibt.

Hinweis. Sie kennen A bereits aus der Algebra-Vorlesung! Sind C' und D Ka-
tegorien, so ist C' x D die Kategorie, die durch paarweise Objekte, Morphismen
und Verkniipfungen definiert ist.

Bonusaufgabe (Monaden; 4 (=2+2) Punkte).

1. Schlagen Sie in der Literatur den Begriff der Monade (im Sinne der Kate-
gorientheorie . .. ) nach und reproduzieren Sie diese Definition. Illustrieren
Sie die Definition durch geeignete kommutative Diagramme.

2. Erkldren Sie die Maybe Monad oder die State Monad in diesem Kontext
(Definition und Anwendungen).

Hinweis. Vergessen Sie nicht, die verwendeten Quellen anzugeben!

Abgabe bis 28. April 2026, 8:25, via Briefkasten/GRIPS



