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1 Kneser-Graphen

Bei der Kneser-Vermutung handelt es sich um einen Satz aus der Kombinatorik. Dieser
ldsst sich in die Sprache der Graphentheorie iibertragen und auf dieser Grundlage mit
topologischen Methoden beweisen.

Satz 1.1 (Die Kneser-Vermutung). Seien k,n € N, k < n. Zusdtzlich sei N eine
Menge mit |N| = n und Ny die Menge der k-elementigen Teilmengen von N, definiert
durch Ny = {X C N :|X|=k}. Wir betrachten eine Abbildung, f : N, — M mit
f (Kl) # f (Kg) fiir alle K1, Ko € N, mit K1 N Ky = 0.

Sei m (k,n) die minimale Anzahl von Elementen in M, fir die eine derartige Funk-
tion f: Ny — M existiert. Dann gilt fir n > 2k — 1, dass m (k,n) =n — 2k + 2.

Um die Kneser-Vermutung in die Sprache der Graphentheorie zu iibersetzen, werden
folgende Definitionen eingefiihrt.

Definition 1.2 (Kneser-Graph). Sei X eine endliche Menge, F C P (X), wobei P (X)
die Potenzmenge von X beschreibt. Dann ist der Kneser-Graph von F definiert als

KG(?) = (f,{{Fl,Fg}:Fl,FQ Ef,FlmFQ :Q)})

Fir n,k € N, n > k sei ( "] ) die Menge aller k-elementigen Teilmengen von

k
[n] := {1,...,n}. Den zugehorigen Kneser-Graphen bezeichnen wir mit KG, ; =
[n]
KG (( "

Definition 1.3 (Firbung von Graphen). Eine k-Firbung eines Graphen G = (V, E)
ist eine Abbildung ¢ : V — [k] mit ¢ (u) # ¢ (v) fiir alle u,v € V mit {u,v} € E.

Die chromatische Zahl von G, x (G), ist das kleinste k fiir das G eine k-Férbung
besitzt.

Beispiel 1.4.

1. In KG,,; ist jeder Knoten mit jedem anderen Knoten verbunden, also
x (KGy 1) =n.

2. KGag—1 ist ein Graph ohne Kanten, also x (KGax—1,%) = 1.

3. In KGoyy , ist jede Menge ausschliellich mit ihrem Komplement verbunden, also
Kng,k =2 fiir k Z 1
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Es ergibt sich folgende Formulierung der Kneser-Vermutung:
Satz 1.5 (Lovész-Kneser). Firk > 0,n > 2k —1 ist x (KG,, 1) =n — 2k + 2.
Im Beweis wird dieses Lemma bendtigt:

Lemma 1.6. Fir jede Uberdeckung Fy, ... Fop1 von S™, wobei F; firl <i<n+1
offen oder abgeschlossen ist, existiert ein i, so dass F; ein antipodales Paar x,—x
enthdlt.

2 Verallgemeinerte Kneser-Graphen

Aus dem Beweis des Satzes von Lovasz-Kneser ergibt sich die Moglichkeit eine untere
Schranke fiir die chromatische Zahl von Kneser-Graphen beliebiger endlicher Mengen-
systeme herzuleiten.

Definition 2.1 (Hypergraph). Ein Hypergraph (X,F) besteht aus einer endlichen
Menge X und F C P (X).

Definition 2.2 (Firbung eines Hypergraphen). Eine Firbung eines Hypergraphen
(X, F) ist eine Abbildung ¢ : X — [m], fiir die keine Menge F' € F nur aus Punkten
einer Farbe besteht, d.h. ¢ (F)| > 1 fiir alle F' € F.

Definition 2.3 (m-Férbbarkeitsdefekt). Der m-Féarbbarkeitsdefekt eines Mengensy-
stems X, cd,,, (F) , ist die GroBe der kleinsten Teilmenge Y C X, so dass das System
der Mengen von F, die disjunkt zu Y sind, m-farbbar ist, d.h.

cdp (F) = min{|Y]: (X\Y,{F € F: FNY = 0})ist m-firbbar} .
Satz 2.4 (Satz von Dol'nikov). Fiir jedes endliche Mengensystem (X, F) gilt
X (KG (F)) = cdy (F)

Bemerkung 2.5. Der Satz von Dol’'nikov verallgemeinert den Satz von Lovasz-Kneser:

Ist F = ( [Z} ), n > 2k erhalten wir, wenn wir n — 2k 4+ 1 beliebige Punkte aus

[n] herausnehmen das System aller k-elementigen Teilmengen einer 2k — 1-elementigen
Menge.
Bei jeder 2-Féarbung werden einer der beiden Farben mindestens k& Punkte zugeord-

net. Daher existiert keine giiltige Farbung.
Also cds (F) > n — 2k + 2.

3 Schrijver-Graphen

Das folgende Resultat erlaubt eine Spezialisierung des Satzes von Lovasz-Kneser:



Lemma 3.1 (Lemma von Gale). Fir alle d > 0 und alle k > 1 existiert eine Menge
X C S% die aus 2k + d Punkten besteht, so dass jede offene Hemisphdire auf S¢
mindestens k Punkte aus X enthdlt.

[n]
k
keine zwei Elemente enthélt, die modulo n aufeinander folgend sind, d.h. fiir 7 € S gilt

i+1¢ SundfirneSgltlé¢s. Sei ( [Z] > die Familie stabiler k-elementiger
stab

Definition 3.2 (Schrijver-Graph). Eine Teilmenge S € heifit stabil, wenn sie

Teilmengen aus [n].
Der Schrijver-Graph ist definiert als

(),

Satz 3.3 (Satz von Schrijver). Fiir alle n > 2k > 0 gilt

X (SGnk) = x (KGpx) =n — 2k + 2

4 Aufgaben

Aufgabe 4.1. Zeige, dass KG,, ; keine ungeraden Zyklen einer kiirzeren Lénge als
142 A | nat.

Aufgabe 4.2. Beweise den Satz von Dol’nikov fiir Mengensysteme F mit x (KG (F)) <
2 {iber ein direktes kombinatorisches Argument.

Aufgabe 4.3. Zeige, dass sich jeder Graph G als Kneser-Graph auffassen lisst, indem
ein Mengensystem F konstruiert wird, so dass KG (F) isomorph zu G ist.
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