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Handout
Der Satz von Borsuk — Ulam

Der Satz wvon Borsuk - Ulam wurde won Stanislaw Ulam wermutet und 1933

durch Karol Bursuk bewlesen.

1, Definition:

B" =1 (x

5" .= 5B == ,...%
L 1:! HAt 1

2, Definition:

Selen X CR™, YT R™, n, m & B
Eine Funktion f:¥ <% heifft ungerade, genau dann wenn gilt
Fi-wn) = -fixr) ¥rne¥

3. Beigpiel:

fiR =R

Fiw) =u”

{ Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung )

4, Definition:

Ein Paar (Hi, H2) e R" - {0} heift antipodal, Falls

5. Beispiel:
L) RZ: w4+ 5. %=1}
I:I:I:]:I]-:I:I (0,—1):'

Zwei Punkte auf der Sphare heifien antipodal, wenn sie in genau

1 _
5 —{(Hi,x

engegengesetzte Richtungen wvom Mittelpukt liegen.



6, Satz: (Borsuk — Ulam)

Fir n = 0 sind folgende Aussagen aguivalent:
1) Fiir jede stetige Abb. F:5" = R" existiert = & 3" mit Fix) = F{-x)
2) Flir jede ungerade stetige Abb. F:5" = RD existiert = ¢ 3" mit £ (=) = 0

3) Es existiert keine ungerade stetige Abk. F:3" ygh~1
4) Es existiert keinme stetige Abb. F:B™ - 5" 1 welche
ungerade auf dem Rand SB" = "7t st

5) Fir jede Uberdeckung von 5" mit (n+ 1) - abgeschlossenen Mengen

Fi""’ F +1 existiert mindestens eine Menge Fi’ die ein
n

antipodales Paar enthalt, d.h. (—Fi} F‘Fi @ fureinl =1 =n+1

) Fir jede Uberdeckung von 3" mit (n+ 1) - offenen Mengen Uy ooy ‘1
n
edistiert mindestens eine Menge Ui’ die ein antipodales Paar enthalt,

d.h. (-Ui) F*Ui @ Flureinl =i =n+1

Beweisidee?

Man zeigt die Aguivalenz der Aussagen wie Folgt:

1) & 2) = 3) = 4) 5] = 6]
1) = 5}
51 = 3]

Borsuk - Ulam 2) zeigt man mit Widerspruch.

7. Satz: {(Brouwerscher Fixpunktsatz)
sein e B,
Jede stetige Abbildung F: B" = B" hat einen Fixpunkt, d.h. es existiert

woe B mit F(x) =«

Beweisidee:

Den Satz zeigt man mit Widerspruch zu Borsuk - Ulam 4).
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