Vorlesung Geometrie von Prof. Léh im SS 16 Zusitzliche Aufgaben

(Johannes.Prem@stud.uni-r.de)

Aufgabe 1

Bestimmen Sie, ob die folgenden Aussagen wahr oder falsch sind. Begriinden Sie kurz Ihre
Antwort.

(1)

Eines der folgenden Tripel ist fiir alle unendlichen Mengen X und alle g € X ein Modell
fiir Mini-Geometrie:

(X,X,=), (X,P(X),€), (P(X),{z0},2)

Ist (P,G,C) ein Modell fiir Mini-Geometrie, so gilt: Ist P endlich, so ist auch G endlich.
Ist (P,G,C) ein Modell fiir Mini-Geometrie, so gilt: Ist G endlich, so ist auch P endlich.

Der Satz

Sind g und h Geraden mit g # h und ist A nicht parallel zu g, so gilt:
Ist ¢’ eine zu g parallele Gerade, so sind auch h und ¢’ nicht parallel.

ist unabhéngig von den Mini-Geometrie-Axiomen.

Die folgenden Graphen sind planar:

WO W

Fiir alle n € Ny4 gibt es Erzeugendensysteme S und S’ von Z/n, so dass Cay(Z/n, S)
planar und Cay(Z/n, S’) nicht planar ist.

Es gibt eine Gruppe G und ein Erzeugendensystem S C G, so dass Cay(G,S) isomorph
ist zum ,,Haus vom Nikolaus“-Graphen.
(szdQ)

Es gibt eine Isometrie R? — Bj (1) (wobei wir beide Rédume mit der euklidischen
Metrik ausstatten).

R:=

Cay(G, S)
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(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)
(15)

(16)

(17)
(18)

Sei (V,d) der metrische Raum, der gegeben ist durch die Knotenmenge und die darauf
induzierte Graphmetrik des Graphen Z Es gibt eine isometrische Einbettung V — R?
(mit der Standardmetrik auf R?).

Sei (V,(-, -)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei A C V mit
(A) # V. Dann ist das orthogonale Komplement von A nicht leer.

Sei (V, (-, -)) ein euklidischer Vektorraum und seien x,y € V. Dann gibt es eine Spiege-
lung s: V — V mit s(z) = y.

Sei Q = ([-1,1]x{-1, 1})U({—1, 1}x[~1,1]) € R? (der Rand des ausgefiillten Quadrats)
und sei U == ({—~1,1} x [-1,1))U([-1,1] x {~1}) € Q C R2. Dann induziert die Inklusion
U — @ einen Gruppenlsomorphlsmus Isom(Q, d2) — Isom(U, da).

TIRAE

Sei P ein Polygon, dessen Bild in R? folgende Skizze liefert (wobei das Gitter gleich
(Z xR)U (R x Z) C R? ist):
/ L im P

L)

Es gilt: pu(P) = 4.
Eine periodische Pflasterung von (R?, ds) mit genau einer Protokachel ist bereits regulir.

Wir betrachten M = R?\ (R<p x R<g) als glatte Mannigfaltigkeit (mit der von R?
induzierten glatten Struktur) zusammen mit der euklidischen riemannschen Metrik. Dann
stimmt die Metrik auf M, die wir via Langen glatter Kurven erhalten, mit der do-Metrik
auf M iiberein.

Fir A = ((1) _01) gilt f4 0oy =mn, wobei f4 die zu A assoziierte Mdbiustransformation ist
und wobei v und 7 die folgenden beiden Geodéten in (H,dp) sind:

Im

S~

Re

Die Spiegelung an der Achse {1 +i-t|t € Ry} C H ist eine Isometrie von (H,dp).

Es gibt ein (nicht-entartetes) rechtwinkliges (d.h. ein Winkel ist 7/2) hyperbolisches
Dreieck mit Flacheninhalt 2.



Aufgabe 2

a. Sei G die Geradenmenge der Mini-Geometrie A(R?) (also A(R?) = (R?,G, €)). Zeigen
Sie, dass auch (G,R?,3) ein Modell fiir Mini-Geometrie ist.

b. Ist das im Allgemeinen auch wahr? Zeigen oder widerlegen Sie: Ist (P, G,C) eine Mini-
Geometrie, so ist auch (G, P, 1) eine Mini-Geometrie (wobei g 1 p (<= p C g).

Aufgabe 3

Ist X = (V, E) ein Graph, so nennen wir den Graphen
(V U {*}, EU {{v,*} ‘ v E V})

den Kegel iber X und bezeichnen diesen mit C'(X).

X O(X)

a. Wir betrachten den Graphen X, der wie folgt gegeben ist:

— Die Knotenmenge von X ist
{1,...,2016} x {1,...,2016} C Z>
— und zwei Knoten (z,y) und (2/,y’) bilden genau dann eine Kante, wenn

{]:U — |, |y—y'|} ={0,1} oder (z—2a',y—1y)e€ {(—1,—1), (1,1)}.

Zeigen Sie, dass C'(X) nicht planar ist.

b. Zeigen Sie: Ist X ein endlicher Graph mit mindestens einer Kante, so liefert die dreifach
iterierte Kegelbildung C(C(C(X))) stets einen nicht planaren Graphen.



Aufgabe 4

Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei m € X und sei 7 € R-p. Sei v: R — X eine geodatische
Gerade in X.

a. Zeigen Sie: Fiir alle g € X ist die Abbildung d(zo, - ): X — R>¢ stetig.
b. Folgern Sie: Gibt es ein ¢ty € R mit d(m,y(to)) <, so gilt

lim(y) N SED ()| > 2.

m

c. Zeigen Sie, dass im Allgemeinen nicht ,,... = 2 statt der letzten Ungleichung gilt.

Aufgabe 5
Wir betrachten die folgende logarithmische Spirale:

) 2 t (cost
v: [0,71] = R*, te—e (sint)'

a. Berechnen Sie fiir tg € [0, 7] die Lange

£(to) = L(7jo.0))-

b. Zeigen Sie, dass v nicht nach Bogenlange parametrisiert ist.

c. Zeigen Sie, dass £: [0, 7] — R injektiv ist und bestimmen Sie fiir ein geeignetes L € R die
Umkehrabbildung ¢: [0, L] — [0, 7] zu ¢: [0, 7] — [0, L].

d. Zeigen Sie, dass 1 :== v o ¢: [0, L] — R? nach Bogenliinge parametrisiert ist.
e. Berechnen Sie die signierte Kriitmmung &, (t) fiir alle t € (0, L).

f. Fiir ¢ € R liegt im(7|z r—) in der oberen Halbebene und wir kénnen
LTl 2
ya: [gm gl = H, te ()

betrachten. Berechnen Sie die hyperbolische Lange Ly2(vm).
(Hinweis: Auf (0, 7) gilt (In o tan o (z — x/2)) = 1/sin.)



Aufgabe 6

Wir betrachten die folgenden Protokacheln:

im P imQ@

a. Zeigen Sie, dass es eine Pfasterung von (R? dy) mit Protokachel P gibt.
b. Zeigen Sie, dass es keine Pfasterung von (R?, dy) mit Protokachel @ gibt.

c. Geben Sie eine weitere Protokachel Q' an, so dass es eine Pflasterung von (R?,dy) mit
Protokacheln aus {Q, Q'} gibt. Skizzieren Sie solch eine Pflasterung.

Aufgabe 7

Wir fassen die hyperbolische Ebene als Teilmenge von C auf und bezeichnen mit do die Stan-
dardmetrik auf C.

— gHdn)

Seien g, € Rsg und sei S': e

(r) die hyperbolische Sphére um i - yo mit Radius 7.

a. Zeigen Sie, dass es kein ' € Ry gibt mit

_ ¢(Cdz)
S =822 (r') N H.

b. Nehmen Sie an, dass S = Sl-(,(c:’dQ)(rE) fiir geeignete Parameter ¢, rp € R+ gilt. Bestimmen
Sie c und rg.

c. Verwenden Sie die explizite Darstellung

|z — 2|

VZ, Z, c H: COSh(dH(Z,Z/)) =1 + m

der Metrik, um zu zeigen, dass fiir ¢ und rg wie aus dem letzten Teil tatséchlich

S = %) ()

gilt.
(Hinweis: Kosinus Hyperbolicus cosh: R — R>q, 2 — %(e* + e~ %) und Sinus Hyperbo-
licus sinh: R — R, z +— é((ﬂ’ — e~ ) erfiillen den folgenden ,hyperbolischen Satz des

Pythagoras: cosh? — sinh? = 1.)



