Geometrie: Woche 9

Prof. Dr. C. Léh/J. Seipel 4. Juni 2021

Leseauftrag (fiir die Vorlesung am 8. Juni). Wir beweisen den Satz von Pick und
gehen danach auf die euklidische Isometriegruppe ein.

e Lesen Sie den Rest von Kapitel 3.3.3 Fldcheninhalte.
e Lesen Sie Kapitel 3.4.1 Winkeltreue.

Leseauftrag (fiir die Vorlesung am 11. Juni). Wir schlieflen die Beschreibung der
euklidischen Isometriegruppe ab und beweisen die klassischen Kongruenzsétze
in der euklidischen Ebene.

e Wiederholen Sie orthogonale Matrizen/Abbildungen und ihre Eigenschaf-
ten (Lineare Algebra).

e Lesen Sie Kapitel 3.4.2 Die euklidische Isometriegruppe.
e Lesen Sie Kapitel 3.4.3 Kongruenz.
e Lesen Sie Kapitel 3.4.4 Regulire Polygone bis Bemerkung 3.4.16.

Néchste Woche betrachten wir auch regulére Polyeder sowie Pflasterungen der
Ebene. Dann beginnen wir den letzten grofien Abschnitt der Vorlesung: Die
Konstruktion bzw. Untersuchung der hyperbolischen Ebene.

Fingeriibung (euklidische Isometrien). Welche der folgenden Matrizen beschrei-
ben (beziiglich der Standardbasis auf R?) euklidische Isometrien R? — R? ?
Skizzieren Sie die Abbildungen!

N

v2/2 —V2/2
i )

;)
69

Aufgaben (fiir die Ubungen am 15.-18. Juni). Es werden die folgenden Aufgaben
(losbar mit dem Material aus Woche 8) besprochen.
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Aufgabe 8.1 (gleiche Kriimmung). Seien 71, 72: [-1,1] — R? nach Bogenlinge
parametrisierte zweimal stetig differenzierbare Kurven mit 1 (0) = ~2(0) und
41(0) = 42(0). Welche der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer
wahr? Begriinden Sie Ihre Antwort!

1. Ist [|kq, (B)||2 = ||k, (t)]|2 fur alle t € (—1,1), so folgt y; = 7.
2. Ist Ky, (t) = Ky, (t) fiir alle t € (—1,1), so folgt y1 = 2.

Aufgabe 8.2 (gleiche Winkel). Geben Sie ein Beispiel fiir einen Winkel « € (0, )
und fiir Vektoren v, ..., vs € R® mit

Vj,ke{l,...,4} J # k— <I(’Uj — Vo, Vg — ”Uo) = Q.

Begriinden Sie Thre Antwort!
Hinweis. Wer wenig rechnen mochte, kann mit einem Wiirfel beginnen . . .

Bonusaufgabe. Was hat das mit Methan zu tun?

Aufgabe 8.3 (kleine Dreiecke). Seien x,y,z € Z? C R? drei Punkte, die nicht
auf einer gemeinsamen Geraden liegen. Wir betrachten

Ay, 2) = {to w4ty y+t. 2| te,ty,t. €0,1],t, +t, +t. =1} CR?

und nehmen an, dass A(z,y,2) auBer z,y,z keine weiteren Punkte aus Z?2
enthiilt. Zeigen Sie, dass

|det(y — 2,z —z)| = 1.
Hinweis. Warum ist (y — z, z — x) eine Z-Basis von Z?2 ?

Aufgabe 8.4 (Isometriegruppe des Quadrats). Wir betrachten die folgende Teil-
menge von R?

Q= (-1, x{-1,1}) U ({-1,1} x [-1,1])
und den Graphen

X :=(V,E):= ({1,2,3,4},{{1,2},{2,3},{3,4},{4,1}}).

Wir versehen @) mit der von der euklidischen Metrik dy induzierten Metrik; wir
versehen V mit der von X induzierten Metrik d.

1. Zeigen Sie: Ist f € Isom(Q,d2), so bildet f diagonal gegeniiberliegen-
de Punkte auf diagonal gegeniiberliegende Punkte ab (Extremalprinzip!).
Folgern Sie, dass Isom(Q, ds) zu Isom(V, d) isomorph ist.

2. Bestimmen Sie die Isometriegruppe von (Q,ds); d.h. geben Sie die Ver-
kniipfungstabelle oder eine algebraische Beschreibung an. Begriinden Sie
Thre Antwort!

Bonusaufgabe (Loch Ocht). Der schottische See Loch Ocht ist kreisformig mit
einem Radius von einer Meile. Aufgrund des dichten Nebels ist iiberhaupt nur
erkennbar, was weniger als eine Meile entfernt ist. In diesem See leben acht
Ungeheuer (sogenannte Ochties), die ihren Hals und Kopf, ihrem grofien Vorbild
Nessie nacheifernd, aus dem See recken. Zeigen Sie, dass es dann zwei Ochties
gibt, die sich sehen kénnen.

Hinweis. Extremalprinzip!

Abgabe bis spatestens 11. Juni 2021, 8:30, via GRIPS.



