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ü
r

d
ie

se
T

rä
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fü
h

re
n

d
er

e
Z

w
is

ch
en

sc
h

ri
tt

e
..

.

ic
h

fr
ag

e
m

ei
n

en
K

om
m

ili
-

to
n

en
,

T
u

to
re

n
u

n
d

D
oz

en
-

te
n

L
öc
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Fingerübung (Krümmung von Kurven). Skizzieren Sie die untenstehenden Kur-
ven [−1, 1] −→ R2 in R2 (mit dem Standardskalarprodukt) und bestimmen Sie
die Krümmung. Welche Länge haben diese Kurven?

1. t 7−→ (t, 0)

2. t 7−→ 1/
√

2 · (t, t)

3. t 7−→

{
(sin t, cos t) falls t ≥ 0

(sin t, 2− cos t) falls t < 0

Aufgabe 8.1 (gleiche Krümmung). Seien γ1, γ2 : [−1, 1] −→ R2 nach Bogenlänge
parametrisierte zweimal stetig differenzierbare Kurven mit γ1(0) = γ2(0). Wel-
che der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr? Begründen
Sie Ihre Antwort!

1. Ist γ̇1(0) = γ̇2(0) und ‖κγ1(t)‖2 = ‖κγ2(t)‖2 für alle t ∈ (−1, 1), so
folgt γ1 = γ2.

2. Ist κγ1(t) = κγ2(t) für alle t ∈ (−1, 1), so folgt γ1 = γ2.

Aufgabe 8.2 (Abstand zu einer Geraden). Sei (V, 〈·, ·〉) ein endlich-dimensionaler
euklidischer Vektorraum mit induzierter Metrik d, sei x ∈ V und sei g eine affine
Gerade in V . Zeigen Sie: Ist y ∈ g, so gilt genau dann d(x, g) = d(x, y), wenn

y − x ⊥ g.

Illustrieren Sie Ihre Argumente durch geeignete Skizzen!

Aufgabe 8.3 (doppeltes Kürvchen). Geben Sie ein Beispiel für zwei stetig diffe-
renzierbare Kurven γ2, γ1 : [0, 1] −→ R2, die simultan die folgenden Eigenschaf-
ten erfüllen:

• Es gilt γ1(0) = γ2(0) und γ1(1) = γ2(1).

• Es gilt L(γ1) = 2023 = L(γ2) bezüglich der euklidischen Metrik.

• Die Mengen γ1([0, 1]) und γ2([0, 1]) sind als Teilmengen von (R2, d2) nicht
kongruent.

Begründen Sie Ihre Antwort!

Aufgabe 8.4 (Kurven-Energie). Sei (V, ‖ · ‖) ein Banachraum, seien T0, T1 ∈ R
mit T0 < T1 und sei γ : [T0, T1] −→ V stetig differenzierbar. Dann definieren wir
die Energie von γ durch

E(γ) :=
1

2
·
∫ T1

T0

‖γ̇(t)‖2 dt.

Zeigen Sie, dass L(γ)2 ≤ 2 · (T1 − T0) · E(γ) und dass Gleichheit genau dann
vorliegt, wenn die Funktion ‖γ̇‖ konstant ist.
Hinweis. Verwenden Sie die Cauchy–Schwarzsche Ungleichung für ein Skalar-
produkt auf einem geeigneten Funktionenraum.
Bonusaufgabe. Was bedeutet das in der Praxis? (Z.B. beim Autofahren . . . )

Bonusaufgabe (Länge von Kurven, poetisch).

Wenn wir nach der Länge von Kurven begieren,
genügt es, die Norm des Differentials zu integrieren.

Formulieren wir Satz und Beweis als Gedicht,
so vergessen wir sie nicht!

Abgabe bis spätestens 16. Juni 2023, 8:00, via GRIPS.


