Ubungen zur Geometrischen Gruppentheorie

Prof. Dr. C. Loh Blatt 12 vom 9. Januar 2015

Aufgabe 1 (freie Produkte und Hyperbolizitiit). Seien G und H endlich erzeug-
te Gruppen. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils
kurz Thre Antwort.

1. Sind G und H hyperbolisch, so ist auch G * H hyperbolisch.
2. Ist G« H hyperbolisch, so sind auch G und H hyperbolisch.

Aufgabe 2 (Geoditen in hyperbolischen Réumen). Sei § € Rx>g, sei X ein
d-hyperbolischer metrischer Raum und ~: [0,L] — X und +': [0, L] — X
seien Geoditen in X mit

7(0) =7'(0) und d(y(L),¥'(L)) < L
Zeigen sie, dass v und ' dann gleichméBig (2 - § + 2)-nah sind, d.h., dass

Veweominz,ry d(v(£),7 () <2-6+2.

Tllustrieren Sie Ihre Argumente durch geeignete Skizzen!

~(8) v(L)
7(0) =~/(0) : <1
o ()

Aufgabe 3 (Quasi-Isometrie-Starrheit von Z). Sei G eine endlich erzeugte
Gruppe, die zu Z quasi-isometrisch ist, sei g € G ein Element unendlicher Ord-
nung (ein solches existiert immer, s. Vorlesung) und sei S C G ein endliches
Erzeugendensystem von G.

1. Zeigen Sie, dass ein ¢ € R>( mit folgender Eigenschaft existiert: Fiir al-
le h € G gibt es ein n € Z mit dg(h,g") < c.

2. Folgern Sie, dass die unendlich zyklische Untergruppe (g)¢ endlichen In-
dex in G hat.

Aufgabe 4 (quasi-konvexe Untergruppen). Sei G eine endlich erzeugte Gruppe
und sei S C G ein endliches Erzeugendensystem. Eine Untergruppe H von G ist
quasi-konvex beztiglich S, wenn es ein ¢ € R>( mit folgender Eigenschaft gibt:
Jede Geodite in | Cay(G, S)|, deren Start- und Endpunkt in H liegt, ist c-nah
an den Knoten aus H.

1. Zeigen Sie: Ist H C G eine beziiglich S quasi-konvexe Untergruppe, so ist
H endlich erzeugt und der Inklusionshomomorphismus H — G ist eine
quasi-isometrische Einbettung.

2. Gilt auch die Umkehrung? Ist also jede endlich erzeugte Untergruppe H
von G, fiir die der Inklusionshomomorphismus H — G eine quasi-iso-
metrische Einbettung ist, bereits quasi-konvex beziiglich S7

Tllustrieren Sie Thre Argumente jeweils durch geeignete Skizzen!

Bitte wenden



Bonusaufgabe (Schnitte quasi-konvexer Untergruppen). Sei G eine endlich
erzeugte Gruppe und sei S C G ein endliches Erzeugendensystem. Zeigen Sie:
Sind H, H' C G beziiglich S quasi-konvexe Untergruppen von G, so ist auch
H N H' beziiglich S in G quasi-konvex.

Hinweis. Sei ¢ € R>( so gewéhlt, dass H und H' in |Cay(G, S)| beziiglich S
jeweils c-quasi-konvex sind. Sei

C = ‘Bf’s(e)f.

Zeigen Sie, dass H N H' dann C-quasi-konvex beziiglich S ist, indem Sie wie
folgt vorgehen: Sei h € H N H' und sei v: [0, L] — | Cay (G, S)| eine Geodéte
von e nach h. Betrachten Sie zu ¢t € [0, L] mit v(¢) € G die Menge

M:={geG|~(t)-g€ HNH' und fiir jedes k € G,
das auf einer Geodite in | Cay(G, S)| von e nach g liegt,
gilt ds(v(t) -k, H) < cund dg(y(t) - k, H') < c}.

Zeigen Sie, dass M nicht leer ist und dass jedes dg(e, - )-minimale Element g
aus M die Abschitzung dg(e, g) < C erfiillt.

Abgabe bis zum 16. Januar 2015, 10:00 Uhr, in den Briefkasten



