
Übungen zur Geometrischen Gruppentheorie
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Aufgabe 1 (die Linkstranslation auf dem Gromov-Rand). Sei G eine endlich
erzeugte hyperbolische Gruppe. Dann induziert die Linkstranslationsoperation
von G auf G eine G-Operation auf dem Gromov-Rand ∂G von G. Welche der
folgenden Aussagen sind wahr? Begründen Sie jeweils kurz Ihre Antwort.

1. Die Linkstranslationsoperation von F2 auf ∂F2 ist frei.

2. Sei x ∈ ∂F2. Dann ist der Abschluss von F2 · x der gesamte Rand ∂F2.

Aufgabe 2 (der Rand der hyperbolischen Ebene). Zeigen Sie, dass der Gromov-
Rand ∂H2 zu S1 homöomorph ist. Illustrieren Sie Ihre Argumente durch geeig-
nete Skizzen.

∂H2

∼=

S1

Aufgabe 3 (mögliche Anzahlen von Enden von Gruppen). Sei n ∈ N≥3. Zeigen
Sie, dass es keine endlich erzeugte Gruppe gibt, die genau n Enden besitzt.
Illustrieren Sie Ihre Argumente durch geeignete Skizzen.
Hinweis. Nehmen Sie an, dass es eine endlich erzeugte Gruppe G gibt, die
genau n Enden besitzt. Betrachten Sie die von der Linkstranslationsoperation
von G induzierte Operation auf Ends(G); zeigen Sie, dass man sich ohne Ein-
schränkung auf den Fall zurückziehen kann, dass diese G-Operation auf Ends(G)
trivial ist. Betrachten Sie nun drei geodätische Strahlen, die verschiedene En-
den repräsentieren und lassen Sie die Gruppenelemente des einen Strahls auf
den anderen Strahlen operieren . . .

Aufgabe 4 (Gruppen mit zwei Enden). Sei G eine endlich erzeugte Gruppe
mit genau zwei Enden.

1. Zeigen Sie, dass G ein Element unendlicher Ordnung enthält.

Hinweis. Betrachten Sie ein Element von G, das durch Linkstranslation
trivial auf den Enden operiert und weit vom neutralen Element entfernt
ist . . .

2. Zeigen Sie, dass G zu Z quasi-isometrisch ist.

Illustrieren Sie Ihre Argumente durch geeignete Skizzen.

Bonusaufgabe (asymptotische Kegel). Schlagen Sie in der Literatur nach, was
asymptotische Kegel sind und beschreiben Sie kurz wie sie für Starrheitsresultate
eingesetzt werden.
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