Ubungen zur Linearen Algebra I

Prof. Dr. C. Loh/D. Fauser/J. Witzig Blatt 10 vom 22. Dezember 2016

Aufgabe 1 (Isomorphismen). Sei K ein Kérper und f: V — W, g: W — X
seien lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen. Welche der folgenden Aussagen
sind in dieser Situation immer wahr? Begriinden Sie Thre Antwort (durch einen
Beweis oder ein geeignetes Gegenbeispiel)!

1. Sind f und g Isomorphismen, so auch go f.
2. Ist g o f ein Isomorphismus, so auch f und g.

Aufgabe 2 (Invarianz der Dimension). Sei K ein Kérper und seien V und W
Vektorrdume iiber K. Zeigen Sie, dass dann folgendes gilt:

dimg V =dimg W <V Zx W.

Aufgabe 3 (komplementire Untervektorrdume und Quotienten). Sei K ein Korper,
sei V ein K-Vektorraum und seien U, W C V komplementére Untervektorrdume
von V. Zeigen Sie, dass dann

7TU|W2W—>V/U
wr— w+ U

ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen ist.

Aufgabe 4 (magische Quadrate). Sei K ein Korper und sei n € N. Ein magisches
Quadrat iber K der Kantenlinge n ist ein n X n-Quadrat mit Eintrégen aus K
und folgender Eigenschaft: Es gibt ein m € K (die magische Zahl) mit:

e In jeder Zeile ist die Summe der Elemente m.

e In jeder Spalte ist die Summe der Elemente m.

e In der Haupt- bzw. Antidiagonalen ist jeweils die Summe m.
Zum Beispiel ist

= oo
DN = O
NSO =
OIS

ein magisches Quadrat iiber Q der Kantenldnge 4 mit magischer Zahl 9. Sei
MQ,,(K) die Menge aller magischen Quadrate {iber K mit Kantenlénge n und
magischer Zahl 0.

1. Bestimmen Sie alle Elemente von MQ4(R).
2. Bestimmen Sie alle Elemente von MQ,(Fs2).

3. Zeigen Sie, dass MQ,,(K) beziiglich késtchenweiser Addition bzw. Skalar-
multiplikation einen K-Vektorraum bildet.
Hinweis. Falls Sie nicht rechnen méchten: Man kann MQ,,(K) als Kern
einer geeigneten linearen Abbildung schreiben.

4. Zeigen Sie, dass dimg MQ3(R) = 2 ist.
Hinweis. Bestimmen Sie den Rang der linearen Abbildung aus dem vo-
rigen Teil und verwenden Sie die Dimensionsformel ...

Bitte wenden



Bonusaufgabe (Eilenberg-Schwindel). In Professor Pirkheimers Nachlass finden
sich unzihlige Akten. Pirkheimers Ordnungsdrang hat ihn dazu verleitet, die
Akten als Vektorraum zu organisieren. Sehr zum Argernis seiner Nachlassver-
walter hat er es geschafft, einen nicht-trivialen Vektorraum zu verwenden, der
doppelt so grof} ist wie er selbst (,,Sonst hat man ja nie genug Platz fiir all die
wichtigen Notizen!“). Zeigen Sie, dass es zu jedem Korper K tatséchlich einen
Vektorraum V' mit V #5 {0} und

VegkVaeVv
gibt!

Die folgenden Aufgaben bieten die Gelegenheit, den bisher gelernten Stoff zu
Vektorrdumen und linearen Abbildungen wiederholen und zu vertiefen; fiir jede
dieser Aufgaben kinnen Sie bis zu vier Zusatzpunkte bekommen.

Bonusaufgabe (Ldsungsmengen). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Die Menge {z € R3 | x1 + x5 = 23} ist ein Untervektorraum von R3.
2. Die Menge {z € R? | 21 - 79 = 23} ist ein Untervektorraum von R3.
3. Die Menge {z € R? | 23 = 212} ist ein Untervektorraum von R2.

4. Die Menge {x € Fo? | 25 = 112} ist ein Untervektorraum von Fy2.

Bonusaufgabe (lineare Unabbhingigkeit). Fiir welche A, u € Fy bilden die fol-
genden Vektoren in Fy? eine linear unabhingige Familie?

0 A+ I
Al AL, (o
I 0 I

Begriinden Sie Thre Antwort!

Bonusaufgabe (Invertierbarkeit). Sei K ein Kérper, n € Nund sei f: K™ — K"
linear. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

1. Die Abbildung f: K™ — K™ ist ein Isomorphismus.
2. Die Matrix M(f) € My xn(K) ist invertierbar.

Hinweis. Eine Matrix A € M, «,(K) heifit invertierbar, wenn es eine Ma-
trix B € My, (K) mit A- B =1, und B- A = I,, gibt.

Bonusaufgabe (Doppeldual). Sei K ein Kérper und sei V' ein K-Vektorraum.
Zeigen Sie, dass die Abbildung

V— (V*)*
v (f = f(v))
linear und injektiv ist.

Noch eine Seite!



Bonusaufgabe (FerwandlunX). Schreiben Sie ein IXTEX-Makro \Ferwandlung mit
vier Argumenten und folgender Eigenschaft: Der Aufruf

\Ferwandlung{a}{b}{c}{d}

stellt den Effekt der linearen Abbildung

(€ a) o

auf den Buchstaben ,F¢“ graphisch dar und zeigt auch noch die entsprechende
Gleichung an. Zum Beispiel liefert dann \Ferwandlung{1}{2}{1}{0} so etwas
wie

1 2
= (1 0) o
Drucken Sie auch das Ergebnis der folgenden Aufrufe aus:
e \Ferwandlung{0}{1}{2}{0}
o \Ferwandlung{1}{—1}{0}{1}

e \Ferwandlung{0}{0}{1}{1}

e \Ferwandlung{1}{2}{2}{1}
Hinweis. Bei Graphiken in ITEX hilft z.B. das Paket tikz.

Bonusaufgabe (Skript). Finden Sie so viele Fehler im Skript wie moglich!

Abgabe bis zum 12. Januar 2017, 10:00 Uhr, in die Briefkésten

Frohe Weihnachten und ein Gutes Neues Jahr!



