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Aufgabe 1 (3 + 3+ 3 =9 Punkte). Sei K ein Korper und sei V' ein K-Vek-
torraum. Welche der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr?
Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (mit einem Beweis oder Gegenbei-
spiel).

1. Es gilt
drev Vyev zH+y=y.
2. Es gilt
VAGK HCEEV )\ X = O
3. Es gilt
Lésung:

1. Diese Aussage ist wahr, denn: Sei x := 0. Dann gilt
Vyev +y=0+y=y,
da (V,+) eine Gruppe mit neutralem Element 0 ist.

2. Diese Aussage ist wahr, denn: Sei A € K. Dann ist A-0 = 0.

3. Diese Aussage ist im allgemeinen falsch, denn: Sei K := R, V := R und
z:=1¢eV\{0}. Dann gilt  + (—z) = 0, aber z # 0.
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Aufgabe 2 (34343 = 9 Punkte). Sei K ein Korper, sei V' ein K-Vektorraum,
sei n € N und sei (vy,...,v,) eine linear unabhéngige Familie in V. Welche
der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr? Begriinden Sie
jeweils kurz Thre Antwort (mit einem Beweis oder Gegenbeispiel).

1. Fir alle j € {1,...,n} ist v; # 0.

2. Ist w € V' \ {0}, so ist auch die Familie (v; + w,...,v, + w) linear
unabhéngig.

3. Es gilt dimg (Spang ({v1}) N Spang ({va, ..., v,})) = 0.

Losung:

1. Diese Aussage ist wahr, denn: Angenommen, es gibt ein j € {1,...,n} mit
v; = 0. Dann ist

1-v;+ Z 0-v, =0,
ke{l,...,n}\{j}

aber einer der Koeffizienten (ndmlich der von v;) ist nicht 0. Dies steht im
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von (vy,...,v,).

Also gilt v; # 0 fur alle j € {1,...,n}.

2. Diese Aussage ist im allgemeinen falsch, denn: Sei K := R, V := R, n := 1,
v :=1und w := —v; € V'\ {0}. Dann ist die Familie (v;) linear unabhingig,
aber die Familie (v; +w) = (0) ist linear abhéngig (siehe erster Teil).

3. Diese Aussage ist wahr, denn: Da (vy,...,v,) linear unabhingig ist, folgt
Spany ({v1}) N Spang ({va,...,v,}) =0

(durch direktes Nachrechnen oder mithilfe der Dimensionsformel fiir Unter-
vektorrdume). Insbesondere ist

dimg (Spang ({v1}) N Spang ({v, ..., vn})) = 0.
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Aufgabe 3 (3+3+3 = 9 Punkte). Sei K ein Kérper, sei V' ein K-Vektorraum
und sei f: V — V ein Endomorphismus. Welche der folgenden Aussagen sind
in dieser Situation immer wahr? Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (mit
einem Beweis oder Gegenbeispiel).

1. Ist 0 € ker f, so ist f injektiv.

2. Ist fo f die Nullabbildung, so ist auch f die Nullabbildung

3. Jeder Eigenvektor von f ist ein Eigenvektor von f o f.

Losung:

1. Diese Aussage ist im allgemeinen falsch, denn: Sei K := R, V := R und sei
f:=0:V — V die Nullabbildung. Dann ist f(0) = 0, und damit 0 € ker f.
Andererseits ist f nicht injektiv, denn f(0) =0 = f(1) und 0 # 1.

2. Diese Aussage ist im allgemeinen falsch, denn: Sei K := R, V := R? und sei
fiR* — R?
(=)= ()
— .
T2 I

Dann ist f nicht die Nullabbildung (denn f(e1) = ez # 0), aber

Vpezr fof(x)=f <£1> _ (8)

3. Diese Aussage ist wahr, denn: Sei v € V \ {0} ein Eigenvektor von f zum
Eigenwert A € K. Dann ist v # 0 und (da v ein Eigenvektor zum Eigenwert A
und f linear ist)

Fof®)=F(f() = FA-v) = A~ f(v) = A-(A-v) = A -v.

bzw. fo f=0.

Also ist v ein Eigenvektor von f o f (zum Eigenwert A?).
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Aufgabe 4 (1 +4+ 1+ 3 = 9 Punkte). Sei K ein Korper, sei V' ein endlich-
dimensionaler K-Vektorraum mit n := dimg V' > 0 und sei f: V — V ein
Endomorphismus.

1. Wie ist die Determinante von f definiert?

2. Warum ist diese Definition der Determinante von f unabhingig von den
getroffenen Wahlen? Erkldren Sie die wichtigsten Beweisschritte!

3. Nennen Sie eine Anwendung der Determinante von Endomorphismen.

4. Wie lautet der Satz iiber die Leibniz-Formel fiir die Determinante von
Matrizen und wie ist die Verkniipfung in der darin auftretenden Gruppe
definiert?

Losung:
1. Sei B eine Basis von V. Dann definiert man die Determinante von f durch
det f := det MB7B(f),

wobei Mp g(f) € My,xn(K) die darstellende Matrix von f beziiglich der Ba-
sis B ist.

2. Seien B, C Basen von V. Dann gilt det Mp p(f) = det M c(f), denn: Es gibt
eine Matrix S € GL,(K) mit
Meco(f)=S"1 - Mpg(f)-S
némlich S = M¢ g]. Mit der Multiplikativitdt der Determinante folgt dann
1

det Mc,o(f) = det(S™1 - Mp p(f) - §) = ——

= det MB,B(f)-

-det Mp g(f) - det S

3. Zum Beispiel gilt genau dann det f = 0, wenn f nicht invertierbar ist.

4. Sei K ein Korper, sei n € Nyg und sei A € My, (K). Dann gilt

det A=Y sgn() - [ 4;00)-
j=1

O'ESn

Die Verkniipfung in der symmetrischen Gruppe S, := S(; ) ist dabei die
Abbildungskomposition [von Bijektionen {1,...,n} — {1,...,n}].
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Aufgabe 5 (34 3+ 3 = 9 Punkte). Sei

A= (g _02) € My (R)

und sei f:= L(A): R? — R? die zugehorige lineare Abbildung.
1. Welche geometrische Interpretation besitzt die lineare Abbildung f 7

2. Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mp p(f) von f beziiglich der
Basis B := (eg, €1 + €3) von R2.

3. Gibt es ein n € Ny mit det(A™) = 2017 ? Begriinden Sie Ihre Antwort!

Lésung:
1. Wegen
0 -2 0 -1
=)= 00)

handelt es sich bei f um eine Drehung um 7/2, gefolgt von einer Skalie-
rung/Streckung um den Faktor 2 [kurz: f ist eine Drehstreckung].

2. Wegen

M(f) = M(L(A)) = A und Mg = (? D

gilt

Mt =t s = (5 0) (5 ) (1) = (5 )

3. Nein, denn: Sei n € N5. Dann ist (da die Determinante multiplikativ ist)
det(A") = (det A)" = (042 -2)" =4",

aber 2017 ist nicht durch 4 teilbar.
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Aufgabe 6 (3 + 2+ 5 = 10 Punkte). Wir betrachten die Abbildung

[ —c

T1 1/3333

xo | —> |21+ 20— 1/3- 23
T3 —T1 — To + T3

1. Bestimmen Sie die Menge

1
1 0
1
mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren.

2. Bestimmen Sie dimg(C?/im f).

3. Ist der Endomorphismus f (iiber C) diagonalisierbar? Begriinden Sie Thre

Antwort!
Lésung:
1. Sei
0 0 1/3
A=M(f)=| 1 1 —1/3| € M3x3(C).
-1 -1 1
Dann ist

()<l ) 6)

Wir 16sen das lineare Gleichungssystem

1
Gesucht: alle x € C3 mit A -z = (0)
1

mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren (s. néchste Seite). An der entstan-
denen Zeilenstufenform erkennt man, dass dieses lineare Gleichungssystem

nicht losbar ist. Also ist
1
! 0 = ().
1
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Die Berechnung mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren:

_ 0 0 1/3]1
Pivot? 1 —1/3

-1 —1 11

1 —1/30

We@ =y o s

-1 -1 11

1 —1/3]0

O+M =50 11

00 2/3]1

‘ 1 —1/30
Pivot? 00
00 2/3

1 —1/3/0
3@

00 2/3]1

B 1 —1/3| o0

(3)=23:2 = 3

00 0]-1

Es gibt nun kein weiteres Pivotelement mehr und das Verfahren endet an
dieser Stelle.

2. Aus der Zeilenstufenform im ersten Teil folgt rg A = 2. Also liefert die Dimen-
sionsformel fiir Quotientenriume

dime(C3/im f) = dime C* — dimeim f =3 —rgf =3 —1gA=3—-2=1.

3. Der Endomorphismus f ist iiber C nicht diagonalisierbar, denn: Wir bestim-
men zunéchst die Eigenwerte (bzw. das Spektrum von f) {iber das charakte-
ristische Polynom von f. Nach Definition ist

Xt =xa=det(T- I3 —A).
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Entwicklung nach der ersten Zeile liefert

T 0 -1/3
det(T'- I3 —A)=det | -1 T -1 1/3
1 1 T-1

T-1 1/3 1 -1 T-1
—T~det< 1 T1>—3‘det<1 1 >
1 1

T+ +

:T(T—UWT; 3 é(T—U

=T (T-1)~%
Die Nullstellen von x s sind somit genau 0 und 1. Also ist oc(f) = {0,1}.
Wir bestimmen nun die geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte von f:

— Eigenwert 0: Es ist (wegen der Dimensionsformel und der Berechnung
im ersten bzw. zweiten Teil)

dimc Eigy f =dimcker f =3 —-rgf=3-2=1.
— Eigenwert 1: Es gilt

dimc Eig; f = dim¢ V(A — I3,0) = 3 —rg(A — I3).

Die Matrix
-1 0 1/3
A—-Iz3=11 0 -1/3
-1 -1 0

hat Rang 2 (wie man leicht sieht, z.B. mit dem GauBschen Eliminations-
verfahren oder von Hand). Also ist

dimc Eig, f = 1.

Also summieren sich die geometrischen Vielfachheiten nur zu 2 # 3 = dim¢ C3.
Somit ist f nicht diagonalisierbar.
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Aufgabe 7 (5 Punkte). Sei n € N5y und sei A € M,«,(R) eine (iiber R)
diagonalisierbare Matrix mit og(A) C R>q. Zeigen Sie, dass es dann eine Ma-
trix B € M, x,(R) mit

B*=A

gibt.

Lésung: Da A diagonalisierbar ist, gibt es eine Matrix S € GL,(R) mit der Eigen-
schaft, dass S~!- A - S in Diagonalgestalt ist, etwa

S_I.A.S: Hme ... 0
0 ... 0 pup

Wegen og (S~ A-S) = or(A) C Ry ist

N .0
B:=§- ? ‘/“72 ? 57 € Myn(R)
0 0 i
und
VL 0. 0 N/
pos | oV Dl [TV g
0 0 i 0 0 i
JiL 0 0 VB 0 ... 0
s | DV o N I
0 0 im 0 0 in
nr 0 0
_s. | ,“_2 ) "l s1o5.5. 45514
0 | 0' Lo




