Lineare Algebra I: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 14 vom 27. Januar 2025

Fingeriibung A (Determinante). Berechnen Sie fiir folgende Matrizen in M3y 3(R)
die Determinante. Welche dieser Matrizen sind invertierbar?

10 0 1 2 3 11 1
020, [1 23], [203
00 3 1 2 3 10 1

Fingeriibung B (Nullstellen). Bestimmen Sie fiir jede der folgenden Gleichungen
die Menge aller A € Q (bzw. R, C, Q(4), Fs), die die Gleichung lsen:

L. A24+1=0

2.0 -1=0

3.0 42 0+3=0
4. N4+ X2-2=0

Fingeriibung C (Eigenwerte und Eigenrdume). Bestimmen Sie fiir die folgenden
Matrizen in Mgy (C) alle Eigenwerte in C und alle Eigenréiume (in C?):

(&) Gw) ()

Fingeriibung D (Eigenwerte und Eigenrdume, umgekehrt). Geben Sie ein Bei-
spiel fiir eine R-lineare Abbildung R? — R? an, die 2025 als Eigenwert mit
Eigenraum Spang(e; + e2) besitzt.

Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, konnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (es kann nur einen geben?! 2 Punkte). Bestim-
men Sie mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren die Menge aller A € C, fiir
die das folgende lineare Gleichungssystem genau eine Losung besitzt:

Gesucht: alle z € C3 mit

$1—2-$2—CE3:)\
2‘$1+$272~13:1

331—3'332—333:2')\

Aufgabe 1 (es muss einen geben?! 4 (= 2 4 2) Punkte).

1. Zeigen Sie, dass jede Matrix aus M3y 3(R) mindestens einen reellen Eigen-
wert besitzt.

Hinweis. Analysis!

2. Zeigen Sie, dass es Matrizen in M3y 5(F2) gibt, die keinen Eigenwert in Fy
besitzen.

Aufgabe 2 (Eigenwerte und Eigenvektoren; 4 (= 2+2) Punkte). Sei K ein Kérper,
sei n € N und sei A € My, x,,(K). Welche der folgenden Aussagen sind in dieser
Situation immer wahr? Begriinden Sie jeweils Thre Antwort!

1. Ist A € K ein Eigenwert von A, so ist 2025 - A ein Eigenwert von 2025 - A.

2. Sind v und w Eigenvektoren von A, so ist v + w ein Eigenvektor von A.

Bitte wenden



Aufgabe 3 (Orientierungen; 4 (= 2+2) Punkte). Sei V ein endlich-dimensionaler
R-Vektorraum und sei n := dimg V' > 0. Wir definieren wie folgt eine Relati-
on ,~“ auf der Menge der Basen von V: Sind B und C Basen von V, so gelte
genau dann B ~ C, wenn det(Tz,¢) > 0 ist. Bearbeiten Sie zwei der folgenden

vier Aufgabenteile:
1. Zeigen Sie, dass ,~“ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklassen

von Basen von V beziiglich ,,~“ bezeichnet man als Orientierungen von V.

2. Zeigen Sie, dass die Basen

1\ /o\ /o0 0\ /1\ /0
ol,l1],[o und 1], {o],lo
o/ \o/ \1 o/ \o/ \u

verschiedene Orientierungen von R? reprisentieren.

3. Was hat der zweite Teil mit der linken bzw. rechten Hand zu tun? Illus-
trieren Sie Thre Antwort geeignet!

4. Zeigen Sie, dass V genau zwei Orientierungen besitzt.

Aufgabe 4 (Determinante von Blockmatrizen; 4 Punkte). Sei K ein Korper, seien
ni,na € I\I>O und seien A € Mnlxnl(K)v B e Mn1Xn2(K)’ D e MYLQXVQ(K)'
Zeigen Sie, dass

det (6‘ g) — det A - det D.

Dabei ist die linke Matrix in M, {n,)x (ny4n0) (/) Wie angegeben aus den
Blocken A, B, D und der Nullmatrix zusammengesetzt.

Hinweis. Viele Wege fithren nach Rom! Naheliegende Moglichkeiten sind Ent-
wicklung nach der ersten Spalte und Induktion iiber n; oder die axiomatische
Beschreibung der Determinante, angewendet auf eine geeignete Funktion.

Bonusaufgabe (Permutationen und Transpositionen; 4 (= 3 + 1) Punkte).

1. Sei n € N. Zeigen Sie, dass die Gruppe S,, von Transpositionen erzeugt
wird: Ist 0 € S, so gibt es kK € N und Transpositionen 7, ..., 7; € S, mit

O=T1" """ Tk.

2. Schlagen Sie nach, wie der Sortieralgorithmus Bubble Sort funktioniert.
Was hat das mit dem ersten Aufgabenteil zu tun?

Abgabe bis 3. Februar 2025, 10:05, via Briefkasten/GRIPS

Dies ist das letzte regulire Ubungsblatt. Die Aufgaben von Blatt 15 zéhlen als
Bonuspunkte.



