Lineare Algebra I: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 3 vom 28. Oktober 2024

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
werden teilweise in den Ubungsgruppen besprochen und kénnen zum ,, Aufwiér-
men“ beim téglichen Uben verwendet werden.
Fingeriibung A (Ubersetzung).
1. Ist ,,Ubersetzen“ von der Menge der deutschen Woérter in die Menge der
englischen Worter eine Abbildung?
2. Ist ,Ubersetzen“ von der Menge der deutschen Worter in die Potenzmenge
der Menge der englischen Worter eine injektive Abbildung?

Fingeriibung B (SchuhgroBe). Ist in Threr Ubungsgruppe die Abbildung ,,Schuh-
grofle“ von der Menge der Teilnehmer in die Menge der Schuhgrofien injektiv?
Bestimmen Sie fiir diese Abbildung die Faser von 42.

Fingeriibung C (surjektiv). Seien X, Y Mengen und sei f: X — Y eine Abbil-
dung. Ubersetzen Sie die folgenden Aussagen in deutsche Sétze mit derselben
Bedeutung. Ist eine dieser Aussagen dquivalent zur Surjektivitdt von f 7

1. Jeex ver f(f) =Y
2. Vaey EIyeX f(y) =T
3. Veex Vyevy fx)=y

4. Feex Fyev fl@) =y
Fingeriibung D (kommutative Diagramme). Welche Gleichung gehort zu wel-
chem kommutativen Diagramm?

x— .y x_-1. oy .y
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1. koh=gof
2. hokog=f
3. hof=kog
4. fog=hok

Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, konnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (aussagenlogische Tautologien; 2 Punkte). Seien
A, B, C aussagenlogische Variablen. Handelt es sich bei den folgenden aus-
sagenlogischen Formeln um aussagenlogische Tautologien? Begriinden Sie IThre
Antwort!

(A= (B=0)) < (A= B) =)
((~A)VB)AC) = (A= B)

Bitte wenden



Aufgabe 1 (Rubik’'s Cube; 4 Punkte). Sei P die Menge aller méglichen Positio-
nen des Rubik’s Cube und sei U: P — P die Abbildung, die durch Rotation
(um 90 Grad) der oberen Scheibe im Uhrzeigersinn gegeben ist. Zeigen Sie, dass
U bijektiv ist.

Hinweis. Wie kann man die inverse Abbildung einfach angeben?

Aufgabe 2 (injektiv; 4 Punkte). Seien X, Y Mengen und sei f: X — Y eine
Abbildung. Ubersetzen Sie die folgenden Aussagen in deutsche Sitze mit der-
selben Bedeutung. Ist eine dieser Aussagen dquivalent zur Injektivitéit von f 7
Begriinden Sie Thre Antwort!

L Veex Voex ((f(2) # f(2)) = (x #2))

2. Vaex Vwex ((f(z)# f(a))V(z=2"))
Aufgabe 3 (Potenzen von Abbildungen; 4 Punkte). Sei X := {B,L,0,R,X}. Ge-
ben Sie ein Beispiel fiir eine Abbildung f: X — X mit folgender Eigenschaft:

fofof=idx wund fof#idx.
Begriinden Sie Thre Antwort!

Hinweis. Gliedern Sie auch bei dieser Aufgabe die Losung sinnvoll in Voraus-
setzung, Behauptung, Beweis.

Aufgabe 4 (Komposition; 4 Punkte). Sei X eine Menge und seien e, f: X — X
Abbildungen.

1. Es gelte fur alle Abbildungen g: X — X, dass goe = g. Zeigen Sie:
Dann ist e = idx.

2. Es gebe eine Abbildung g: X — X mit fog =idx = go f. Zeigen Sie:
Ist h: X — X eine Abbildung mit f o h =idy, so folgt h = g.
Hinweis. Lassen Sie sich von der abstrakten Formulierung nicht abschrecken!

Es gibt sehr kurze Losungen.

Bonusaufgabe (der Satz von Schréder—Bernstein; 4 Punkte). Seien X und Y Men-
gen. Zeigen Sie: Gibt es injektive Abbildungen X — Y und Y — X, so gibt
es bereits eine bijektive Abbildung X — Y.

Hinweis. Eine Abbildung h: P(X) — P(X) heiit monoton wachsend, wenn
fiir alle Teilmengen A, B C X mit A C B gilt, dass

h(A) C h(B).

Eine Teilmenge A C X ist ein Fizpunkt von h, wenn h(A) = A gilt. Zeigen Sie,
dass J{B C X | BC h(B)} = {z | Ipep(xy (B C h(B))A(z € B)} ein
Fixpunkt von h ist.

Betrachten Sie dann zu f: X — Y und g: Y — X die Abbildung

h: P(X) — P(X)
A— X \g(Y\ f(A)).

Zeigen Sie, dass h monoton wachsend ist und betrachten Sie einen Fixpunkt . ..
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