Lineare Algebra I: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 9 vom 9. Dezember 2024

Hinweis. Beachten Sie vor der Bearbeitung auch die Hinweise zu Gleichungen:
https://loeh.app.ur.de/teaching/linalgl ws2425 /richtungen.pdf

Fingeriibung A (Aquivalenzrelationen und Quotienten). Wiederholen Sie den Be-
griff der Aquivalenzrelation. Wie ist der Quotient einer Aquivalenzrelation defi-
niert? Was sind Aquivalenzklassen? Wie wird Z/12 konstruiert? Wie kann man
in Z/12 rechnen? Vergleichen Sie dies mit der Definition von Quotientenvek-
torrdumen.

Fingeriibung B (Dimension). Im R-Vektorraum R? betrachten wir den R-Unter-

vektorraum
1

U := Spang 2
-1

Skizzieren Sie U und R?/U und berechnen Sie dimg R*/U. Bestimmen Sie zwei

verschiedene R-Untervektorriume von R3, die zu U komplementir sind.

Fingeriibung C (linear?). Welche der folgenden vier Abbildungen R? — R sind
R-linear? Zur Erinnerung: x1, o, ... sind die Koordinaten von x. Visualisieren
Sie diese Abbildungen geeignet!

x— 12, T — 21+ 1,
r+— T — Ta, .T}—>2024'.’171

Fingeriibung D (schief). Geben Sie zwei verschiedene R-lineare Abbildungen
an, die das Quadrat auf der linken Seite auf das Viereck auf der rechten Seite
abbilden.
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Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, konnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (lineare Unabhingigkeit; 2 (= 1 + 1) Punkte).
Sei K ein Korper, sei V ein K-Vektorraum und seien v, w € V. Zeigen Sie:

1. Ist (v,w) linear unabhéngig, so ist auch (v, v + w) linear unabhéngig.

2. Ist {v,w} ein Erzeugendensystem von V', so auch {v,v + w}.

Bitte wenden


https://loeh.app.ur.de/teaching/linalg1_ws2425/richtungen.pdf

Aufgabe 1 (Vierouette; 4 Punkte). Geben Sie ein Beispiel fiir eine R-lineare
Abbildung f: R? — R? mit folgender Eigenschaft:

fofofof=idg und f#idg, fof#idg, fofolf#idge.
Begriinden Sie Thre Antwort und visualisieren Sie diese Abbildung!
Hinweis. Erst Geometrie, dann Algebra.

Aufgabe 2 (Zwischendimensionen; 4 (= 2 4 2) Punkte). Sei K ein Korper und
sei V' ein K-Vektorraum mit dimg V' = 2024. Welche der folgenden Aussagen
sind wahr? Begriinden Sie jeweils Thre Antwort!

1. Es gibt einen K-Untervektorraum U C V mit dimg U = 42.

2. Es gibt einen K-Untervektorraum U C V mit dimg (V/U) = 42.

Aufgabe 3 (Vererbungseigenschaften von linearen Abbildungen; 4 (= 2+ 2) Punk-
te). Sei K ein Korper und seien V, W, X Vektorrdume iiber K.

1. Zeigen Sie: Sind f,g: V — W linear, so ist auch die punktweise Sum-
me f+g: V. — W linear.

2. Zeigen Sie: Sind f: V — W und g: W — X linear, so ist auch die
Komposition go f: V — X linear.

Aufgabe 4 (unendliche Lichterketten; 4 (= 1 + 1 + 2) Punkte). Wir betrachten
die Menge aller unendlichen (iiber N indizierten) Lichterketten:

O0—0—0—0—0—0—0—0—0—0
N\ A\ N\ U/ O

Eine Lichterkette wird als defekt angesehen, wenn sie an den Positionen 0, 8, 15

nicht leuchtet.

1. Modellieren Sie die Menge aller Lichterketten modulo defekter Lichterket-
ten durch einen geeigneten Fa-Quotientenvektorraum L, indem Sie ,,leuch-
tet“ durch [1] und ,leuchtet nicht“ durch [0] modellieren.

2. Erkldren Sie, warum die Dimensionsformel fiir Quotientenvektorriume
nicht direkt angewendet werden kann, um dimp, L zu bestimmen.

3. Bestimmen Sie dimp, L und begriinden Sie Thre Antwort.

Bonusaufgabe (Nullfolgen vergessen!; 4 (= 2 + 2 Punkte). Sei V' die Menge aller
Cauchyfolgen in Q; diese Menge bildet beziiglich punktweiser Addition und Ska-
larmultiplikation einen Q-Vektorraum, genauer gesagt einen Untervektorraum
von Abb(N,Q). Sei U die Menge aller Nullfolgen in Q. Diese Menge ist ein
Untervektorraum des Q-Vektorraums V. Somit erhalten wir den zugehorigen
Quotientenvektorraum V/U.

1. Zeigen Sie, dass die Abbildung
o V/UXxV/U—V/U
((an)neN, (bn)neN) > (@n - bp)nen
wohldefiniert ist.

2. Zeigen Sie, dass (V/U, +, o) ein Korper ist. Es gentigt, wenn Sie den Beweis
fiir die Existenz von multiplikativen Inversen im Detail angeben und fiir
die anderen Eigenschaften nur eine kurze Begriindung angeben.

Hinweis. Diese Konstruktion ist eine Moglichkeit, ,,Grenzwerte zu Q hinzu-
zufiigen®. Man kann diesen Korper mit einer geeigneten Anordnung versehen
und erhélt auf diese Weise dann eine Konstruktion von R aus Q.

Abgabe bis 16. Dezember 2024, 10:05, via Briefkasten/GRIPS



