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Aufgabe 1 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte).

1. Seien A, B aussagenlogische Variablen. Ist dann (AV B) = (A = B)
eine aussagenlogische Tautologie? Begriinden Sie Ihre Antwort.

2. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Abbildung {1,2,3} — {4,5}, die nicht
surjektiv ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

3. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Relation auf {1,2, 3}, die reflexiv aber

nicht transitiv ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Behauptung. Nein, es handelt sich nicht um eine aussagenlogische Tautologie.

Beweis. Wir iiberpriifen, dass es eine Belegung fiir A und B gibt, unter der
die gegebene Formel den Wert f erhélt:

AVB A= B | (AVB)=— (A= B)

o 202 s
=R = Rl ov

Also ist (AV B) = (A = B) keine aussagenlogische Tautologie. O

[Bei Fragen muss die Antwort klar aus Threr Losung ersichtlich sein; am besten
als ,,Behauptung*.]

2. Behauptung. Die Abbildung

f:4{1,2,3} — {4,5}
T+—4

ist nicht surjektiv.

Beweis. Esist 5 € {4,5}, aber fur alle z € {1,2,3} gilt f(z) =4 # 5. Also ist
f nicht surjektiv. O

[Selbstverstindlich gibt es hier viele weitere mégliche Beispiele.]
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3. Behauptung. Die Relation O := {(1,1),(2,2), (3,3),(1,2),(2,3)} auf {1,2,3}
ist reflexiv, aber nicht transitiv.

Bewezs.

e Die Relation O ist reflexiv, denn: Nach Konstruktion gilt (1,1) € O,
(2,2) € O, (3,3) € 0. Also ist OJ auf {1,2,3} reflexiv.

e Die Relation [ ist nicht transitiv, denn: Nach Konstruktion gilt (1,2) €
O und (2,3) € O, aber (1,3) ¢ O. O

[Selbstversténdlich gibt es hier weitere mogliche Beispiele. |
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Aufgabe 2 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).

1.

2.

Geben Sie die Definition des Begriffs Gruppe.

Zeigen Sie, dass es im Monoid (Z/7, - ,[1]) ein Element = € Z/7 gibt
mit x? = [2].

Sei (G, - ,e) eine Gruppe. Ist die folgende Aussage dann immer wahr?
Voe Vyeo Y- T =y
Begriinden Sie Thre Antwort.
Gibt es einen Korper (K, +, -,0,1), in dem folgendes gilt?
Viek Vyex (x4y)? =2+

Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

1.

Eine Gruppe ist ein Monoid (G,-,e) mit der folgenden Eigenschaft: Jedes
Element aus G besitzt ein Inverses in (G, -, e).

[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-
se formuliert und inhaltlich vollstéindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

Beweis. Sei x := [3] € Z/7. Dann gilt in Z/7:
=g-x=[3]-[3]=[3-3]=1[9]=[7+2] =[2]. O
Behauptung. Nein, diese Aussage gilt im allgemeinen nicht.

Beweis. Wir betrachten die symmetrische Gruppe Ss und die Elemente z :=
(12),y:=(23) € G. Dannist y -z # z -y, denn: Auswerten auf 3 liefert

(y-2)(3) = (yox)(3) =y(x(3)) = (23)((12)(3)) = (2 3)(3) =2
#1=(12)(2) = (12)(23)(3) =2(y(3)) = (z°y)(3)
)

Insbesondere ist somit y - x #£ x - y. O

[Weitere naheliegende Beispiele solcher Gruppen sind Matrixgruppen.]
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4. Behauptung. Ja, es gibt solche Korper.

Beweis. Wir betrachten den Korper Fa. Dort gilt wegen 2 =1+ 1[1] 4 [1] =
[0] = 0 fiir alle z,y € Fy, dass

(z+y)i=(@+y)  (z+y) =2 +z-y+y oty =2+2-2-y+y°
— 2?4 0-z-y+y? =+ 042
:$2+y2' O

[In Fy kénnte man auch alle méglichen Kombinationen durchprobieren.]

[Es gibt (viele!) weitere Beispiele von Kérpern, die man verwenden konnte:
Alle Kérper mit Charakteristik 2 haben diese Eigenschaft.]
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Aufgabe 3 (2 + 3 + 2 + 3 = 10 Punkte). Sei K ein Kérper und sei V' ein
K-Vektorraum.

1. Geben Sie die Definition dafiir, dass eine endliche Familie in V' linear
unabhdngig ist.

2. Sei (u,v,w) eine linear unabhéngige Familie in V. Zeigen Sie, dass dann
auch die Familie (—u, w) linear unabhéngig ist.

3. Geben Sie die Definition des Begriffs einer Basis von V.

4. Geben Sie die wesentlichen Beweisschritte fiir den Beweis der Existenz
von Basen in endlich erzeugten Vektorrdumen an.

Lésung:

1. Eine endliche Familie (v;);er in V ist linear unabhdingig, wenn folgendes gilt:
Fiir jede Familie (A;)ier in K mit ) . ; A; - v; = 0 folgt bereits

viel A = 0.

[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-
se formuliert und inhaltlich vollstéindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

2. Beweis. Seien A\, € K mit \-(—u) + p-w = 0. Dann folgt A = 0 und p =0,
denn: Wir haben

(=N u+0-v+p-w=A(—u)+0+p-w=X(—u)+p-w=0.

Da die Familie (u, v, w) nach Voraussetzung linear unabhéingig ist, folgt —\ =
0 und p = 0. Somit ist auch A = 0 und p = 0. Also ist die Familie (—u,w)
linear unabhéngig. O

3. Eine Familie (v;);er des Vektorraums V' ist eine Basis von V', wenn

e die Familie (v;);es linear unabhéngig ist
e und {v; | i € I} ein Erzeugendensystem von V ist.
[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-

se formuliert und inhaltlich vollstindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]
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4. Der Beweis der Existenz von Basen in endlich erzeugten Vektorrdumen beruht
im wesentlichen auf den folgenden Beweisschritten:

e Man verwendet die Charakterisierung von Basen als minimale Erzeugen-
densysteme.
e Man geht induktiv vor ...

e ... und entfernt Schritt fiir Schritt so lange Vektoren aus einem gegebe-
nen endlichen Erzeugendensystem, bis ein minimales Erzeugendensystem
(und somit eine Basis) vorliegt.
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Aufgabe 4 (2 + 2+ 3+ 3 = 10 Punkte).

1. Geben Sie die Definition des Kerns und des Bildes einer linearen Abbil-
dung.

2. Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Ist f: V. — W eine lineare Abbildung
zwischen K-Vektorrdumen V und W mit ker f = {0}, so ist f injektiv.

3. Gibt es eine surjektive R-lineare Abbildung R” — R ? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

4. Gibt es eine R-lineare Abbildung R? — R?, die drei verschiedene Ei-
genwerte besitzt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Sei K ein Korper und sei f: V. — W eine K-lineare Abbildung zwischen

K-Vektorraumen V und W. Dann definiert man

e den Kern von f durch ker f :={v e V| f(v) =0} C V;
e das Bild von f durch im f := {f(v) |ve V} C W.

[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-
se formuliert und inhaltlich vollstéindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

Seien z,y € V mit f(x) = f(y). Dann gilt * = y, denn: Mit der Linearitét
von f und f(x) = f(y) folgt

fle—y)=flz) = fly) =0,
und damit x —y € ker f = {0}. Also ist x —y = 0 bzw. = y. Somit ist f
injektiv.
Behauptung. Nein, es gibt keine surjektive R-lineare Abbildung R” — R,

Beweis. Sei f: R” — R eine R-lineare Abbildung. Wir zeigen, dass f nicht
surjektiv ist, indem wir zeigen, dass dimg im f < 11 ist: Mit der Dimensions-
formel fiir lineare Abbildungen folgt

dimp im f = dimg R” — dimg ker f < dimg R” = 7.

Also ist dimgim f < 11. Insbesondere folgt im f # R!'. Somit ist f nicht
surjektiv. ]
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4. Behauptung. Nein, es gibt keine R-lineare Abbildungen R? — R2, die drei
verschiedene Eigenwerte besitzt.

Beweis. Wir wissen, dass die Anzahl der verschiedenen Eigenwerte eines En-
domorphismus héchstens so grof} ist wie die Dimension des unterliegenden Vek-
torraums. Wegen dimg R? = 2 < 3 haben also R-lineare Abbildungen R? —
R? hochstens zwei verschiedene Eigenwerte. O
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Aufgabe 5 (1 + 3+ 2+ 2+ 2 = 10 Punkte). Wir betrachten die Matrix

in ngg(R).

1. Wie kann die Addition der ersten Zeile zur zweiten Zeile einer Matrix
in M3x3(R) durch Multiplikation mit einer geeigneten Matrix beschrieben
werden?

2. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

1
Gesucht: alle z e R3mit A-x = | 1

1
mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren.
3. Ist die Matrix A invertierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.
4. Zeigen Sie, dass es keine Matrix X € Msy3(R) mit A% - X = I3 gibt.
5. Gibt es einen Vektor b € R?, so dass das lineare Gleichungssystem
Gesucht: alle z € R® mit A-z =5
genau eine Losung besitzt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Lésung:

1. Sei A € M343(R). Dann ist

O = =

o = O

= o O
s

die Matrix, die man aus A erhilt, indem man die erste Zeile zur zweiten Zeile
addiert.
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2. Sei b := (1,1,1)". Dann ist V(A4,b) = {z € R® | A-2 = b} die gesuchte
Losungsmenge.

Anwendung des Gaufischen Eliminationsverfahrens liefert:

Pivot? 01 —21
21 01
1] 0 1 1

(3)—2-(1)
7777777 > 01 =2 1
01 —-2]-1

Die linke Seite ist in Zeilenstufenform. Wegen —2 # 0 zeigt die letzte Zeile,
dass V(A4,b) = 0.
[Die Aufgabenstellung verlangt explizit die Losung des linearen Gleichungssy-

stems mit dem Gaufischen Eliminationsverfahren.]

3. Behauptung. Nein, die Matrix A ist nicht invertierbar.

Beweis. Wie wir im Teil 2. gesehen haben, iiberfithrt das Gaufische Elimina-
tionsverfahren die 3 x 3-Matrix A in eine Zeilenstufenform mit genau zwei
Stufen. Also ist A nicht invertierbar.

[Alternativ kann man iiber die Determinanten argumentieren oder (umstind-
lich) nochmal (!) das GauBische Eliminationsverfahren anwenden.] O
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4. Beweis. Angenommen, es gibe eine Matrix X € Mszy3(R) mit A% - X = I3.
Wir betrachten z := A - X - b mit b:= (1,1,1)". Dann ist 2 € V(A,b), denn
Ax=A-AX-b=A*X-b=1I3-b
=b.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu V(A,b) = () (Teil 2.).
Also gibt es keine Matrix X € M3y 3(R) mit A? - X = I3. O

[Alternativ, aber umstéindlich, kann man die Spalten von X als Losungen
geeigneter linearer Gleichungssysteme auffassen und deren Losungsmengen
bestimmen.

Man kann auch damit argumentieren, dass A nach Teil 3. nicht invertierbar
ist. Es ist dann aber sorgféltig zu begriinden, warum (in dieser Situation)
einseitige Inverse bereits Inverse wiren.]

5. Behauptung. Nein, einen solchen Vektor gibt es nicht.
Beweis. Sei b € R3. Dann ist V (A, b) leer oder fiir jedes x € V(A,b) gilt
V(A,b) =2+ V(A,0).

Nach der Zeilenstufenform aus Teil 2. ist jedoch dimg V' (A,0) = 1. Insbeson-
dere ist V(A,0) unendlich, und damit auch V(A,b).

Es gibt also keinen Fall, in dem V' (A, b) aus genau einem Element besteht. [
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Aufgabe 6 (3+ 1+ 2+ 2+ 2 = 10 Punkte). Wir betrachten die Q-lineare
Abbildung

f:Q@—Q?
N +4 -7
—x1+ 5 T9
Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

1. Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mg g(f) von f beziiglich der
folgenden Basis B von Q2

() 0)

3. Bestimmen Sie alle rationalen Eigenwerte von f.

2. Bestimmen Sie det(f).

4. Bestimmen Sie die geometrischen Vielfachheiten aller rationalen Eigen-
werte von f.

5. Ist f iiber QQ diagonalisierbar?

Losung:

1. Es gilt
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Das Inverse von Mp haben wir dabei mit der expliziten Formel fiir Inverse
von 2 x 2-Matrizen bestimmt.

[Alternativ kénnte man dieses Inverse auch mit dem GauBschen Elmininati-
onsverfahren bestimmen.

AuBlerdem hidtte man die Losung auch anders ansetzen konnen, indem man
die Spalten der Matrix Mp p(f) aus den entsprechenden Gleichungen mit dem
Gaufischen Eliminationsverfahren bestimmt. |

2. Es gilt
det f=detM(f)=1-5—(-1)-4=09.

[Analog konnte man auch mit der Matrix Mp p(f) aus Teil 1. verfahren.]
3. Die Menge der rationalen Eigenwerte von f ist
oaf) = ag(M()) = {A € Q| det(M(f) — A- ) = 0},
Fir alle A € Q gilt

T=A 4 ) e
B 5_A>_(1 A)-(5—A)+4

=X —6-A+5+4=(\—3)?

det(M(f) — X+ I3) = det (

und damit (Nullteilerfreiheit von Q) ist og(f) = {3} die Menge der reellen
Eigenwerte von f.

4. Nach Teil 3. ist nur die geometrische Vielfachheit des Eigenewertes 3 von f
zu bestimmen. Diese ist

dimg Eigs(f) = dimg V (M(f) — 3+ I5,0) = dimg V' ((_i :) ,o) =1.

Die letzte Gleichung erhélt man zum Beispiel mit dem Gauflschen Eliminati-
onsverfahren.

5. Behauptung. Die Abbildung f ist iiber Q nicht diagonalisierbar.
Beweis. Mit Teil 3. und Teil 4. folgt

> dimg Eig, f = dimg Eigy f =1 < 2 = dimg Q.
A€Q

Also ist f nicht tiber Q diagonalisierbar. Ol
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Aufgabe 7 (4 Punkte). Sei A € M3,3(R) iiber R diagonalisierbar und es gel-
te A%02° = [5. Zeigen Sie, dass A = I3 gilt.

Lésung:

Beweis. Da A iiber R diagonalisierbar ist, existieren A1, A2, A3 € R und S € GL3(R)
mit

A 0 0
STHA-S=10 X 0
0 0 Ag

Wir schreiben D fiir diese Diagonalmatrix.
Mit A29% = 3 und dem Konjugationstrick erhalten wir

A% 0 0
0 A%025 0 — D2025 _ (S—l A 5)2025
0 0 A§025
=51 AP .9 =-951.[;.§=8"1.5
= I37
und damit A\39%5 = 1, \302°5 = 1, A\30%° = 1.

Wegen A1, A2, A3 € R folgt daraus bereits Ay =1, Ao =1, A3 =1 bzw. D = I3.
Insgesamt ergibt sich

A=S-D-S'=8.I;.81=68.8"1 = ;. O



