u Beginn der
inutemzu vermeiden,
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Aufgabe 1 (2 + 2 + 2 = 6 Punkte).

1.

Seien A und B aussagenlogische Variablen. Ist dann (AAB) = (AV B)
eine aussagenlogische Tautologie? Begriinden Sie Ihre Antwort.

. Geben Sie ein Beispiel fiir eine Abbildung {1, 2,3} — {1, 2, 3}, die nicht

injektiv ist. Begriinden Sie Thre Antwort.

Geben Sie ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf der Menge {1,2,3}.
Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Behauptung. Ja, es handelt sich um eine aussagenlogische Tautologie.

Beweis. Wir {iberpriifen, dass die gegebene Formel unter allen moglichen Be-
legungen fiir A und B den Wert w erhélt:

A B|AANB AVB | (AANB)= (AV B)
wow w W W
w f f w
t w f w
f f f w
Also ist (AN B) = (A V B) eine aussagenlogische Tautologie. O

[Bei Fragen muss die Antwort klar aus Threr Losung ersichtlich sein; am besten
als ,,Behauptung*.]

. Behauptung. Die Abbildung

f:41,2,3} —{1,2,3}
Tz+—1

ist nicht injektiv.

Beweis. Es gilt 1,2 € {1,2,3} und f(1) =1 = f(2), aber 1 # 2. Also ist f
nicht injektiv. O

[Selbstverstindlich gibt es hier viele weitere mégliche Beispiele.]
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3. Behauptung. Die Relation O := {(z,y) | z,y € {1,2,3}} ist eine Aquivalenz-
relation auf {1,2,3}.

Beweis. Diese Relation [ ist eine Aquivalenzrelation auf {1,2, 3}, da sie eine
Relation auf {1, 2, 3}, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist (s. Vorlesung).
Ausfiihrlicher:

e Reflexivitit. Fiir alle z € {1,2,3} gilt nach Definition (z,z) € O, und
damit z U x.

e Symmetrie. Seien x,y € {1,2,3} mit 2 Oy. Nach Definition gilt sowieso
(y,z) € O bzw. x Oy.

e Transitivitit. Seien x,y, x € {1,2,3} mit z0Oy und yOz. Nach Definition
gilt sowieso (z,z) € O bzw. x O 2. O

[Selbstversténdlich gibt es hier weitere mogliche Beispiele. |
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Aufgabe 2 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).
1. Geben Sie die Definition von invertierbaren Elementen in Monoiden.

2. Sei (M, -, e) ein Monoid und seien z,y € M invertierbare Elemente. Zei-
gen Sie, dass dann auch z - y invertierbar ist.

3. Sei (G, -, e) eine Gruppe. Ist die folgende Aussage dann immer wahr?
\V/x,yeG EIZGG r-z2=Y -
Begriinden Sie Thre Antwort.

4. Sei K ein Korper. Ist die folgende Aussage dann immer wahr?
deex Tz+2x-2=1.

Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Sei (M,-,e) ein Monoid. Ein Element x € M ist invertierbar im Mono-
id (M,-,e), wenn es ein y € M gibt mit x -y =e =1y - x.

[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-
se formuliert und inhaltlich vollstindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

2. Beweis. Wir zeigen, dass x - y invertierbar ist, indem wir zeigen, dass z :=

y~!- 27! invers zu x - y ist: Es gilt (z-y) -z = e, denn

(z-y) - z=(z-y) -y -z (Definition von z)
—z-(y-y ') az? (Assoziativitit)
=z-e -z} (y~t ist invers zu ¥)
=z-z ! (Neutralitét von e)
=e. (7! ist invers zu )

Analog folgt

z-(z-y)=(y
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3. Behauptung. Ja, diese Aussage ist immer wahr.
Beweis. Seien z,y € G. Dann erfiillt z := z~! -y - 2 die Gleichung
rtoz=x-z iy z=e-y-xz=y- ]
4. Behauptung. Nein, diese Aussage ist im allgemeinen nicht wahr.

Beweis. Im Korper Fo gilt

0]+ (0] [0] = [0+0-0] = [0] # 1]
[0+ (1) [1) = [1+1-1] = 2] = [0] £ [1].

Da Fy nur die Elemente [0] und [1] enthélt und [1] das multiplikative neutrale
Element in 9 ist, gibt es somit kein x € Fo mit z + 2z -z = 1. ]

[Es gibt (viele!) weitere Beispiele von Koérpern, die man verwenden koénnte. |
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Aufgabe 3 (2 + 3 + 2 + 3 = 10 Punkte). Sei K ein Kérper und sei V' ein
K-Vektorraum.

1.

Geben Sie die Definition dafiir, dass eine endliche Familie in V' [linear
unabhdngig ist.

Sei (v,w) eine linear unabhingige Familie in V. Zeigen Sie, dass dann
auch die Familie (v + w, w) linear unabhéngig ist.

Geben Sie die Definition der Dimension von V (falls V' endlich erzeugt
ist). Was ist dabei zu beriicksichtigen?

Gibt es R-Untervektorrdume U und V von R?* mit dimg U > 2 - dimg V/
und dimg(U NV) =1 7 Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Eine endliche Familie (v;);er in V ist linear unabhdingig, wenn folgendes gilt:

Fiir jede Familie (\;)ier in K mit ), ; A; - v; = 0 folgt bereits
Vier Ai=0.
[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-

se formuliert und inhaltlich vollstéindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

. Beweis. Seien \,p € K mit A- (v + w) + p-w = 0. Dann folgt A = 0 und

p =0, denn: Wir haben
Av+A+p)w=A(v+w)+p-w=0.

Da die Familie (v,w) nach Voraussetzung linear unabhingig ist, folgt A =
0 und A + g = 0. Somit ist auch g = 0 — A = 0 — 0 = 0. Also ist die
Familie (v + w, w) linear unabhéngig. O

. Ist V endlich erzeugt und ist (vi,...,vy) eine Basis von V, so definieren wir

die Dimension von V durch dimg V := n.

[Es geniigt nicht, die Definition ,so ungefihr® anzudeuten. Sie muss prizi-
se formuliert und inhaltlich vollstéindig und korrekt sein. Formulieren Sie in
ganzen Sétzen!]

Dabei ist zu beriicksichtigen, dass die Zahl n tatséchlich nicht von der gewéahl-
ten Basis abhéngt.
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4. Behauptung. Ja, es gibt solche Untervektorriaume von R*.

Beweis. Wir betrachten

U:=R*
V := Spang{e; }.

Dann sind U und V Untervektorrdaume von R* und es gilt
dimprU =4>2=2-1=2-dimg V

sowie

dimg(U N'V) = dimg Spang{e; } = 1. O

[Selbstverstindlich gibt es hier viele weitere mégliche Beispiele.]
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Aufgabe 4 (2 + 2+ 3+ 3 = 10 Punkte).

1.
2.

Formulieren Sie die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.

Geben Sie die wesentlichen Beweisschritte fiir den Beweis der Dimensi-
onsformel fiir lineare Abbildungen an.

Gibt es eine injektive R-lineare Abbildung R'® — R® ? Begriinden Sie
Ihre Antwort.

. Gibt es eine R-lineare Abbildung R? — R?, die keine reellen Eigenwerte

besitzt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1.

3.

Sei K ein Korper, sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, sei W ein
K-Vektorraum und sei f: V — W eine K-lineare Abbildung. Dann gilt

dimg V = dimg ker f + dimg im f

bzw.
rg f = dimg V — dimg ker f.

[Es geniigt nicht, den Satz ,so ungefihr® anzudeuten. Voraussetzung und Be-
hauptung miissen klar erkennbar, vollstdndig und korrekt sein. Formulieren
Sie in ganzen Sétzen!]

. Der Beweis der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen beruht im wesent-

lichen auf den folgenden beiden Beweisschritten:

e Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen. Dieser zeigt im f = V/ker f.

e Anwendung der Dimensionsformel fiir Quotientenvektorrdume (und der
Invarianz der Dimension unter Isomorphismen) auf das Ergebnis aus dem
vorigen Schritt.

[Alternativ konnte man auch einen anderen Beweis der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen skizzieren.|

Behauptung. Nein, es gibt keine injektive R-lineare Abbildung R — RS,
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Beweis. Sei f: R® — R® eine R-lineare Abbildung. Wir zeigen, dass f nicht
injektiv ist:

Wegen im f C R?® ist dimg im f < dimg R® = 8. Mit der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen folgt

dimpg ker f = dimg R'® — dimg im f > 13 — 8 = 5.
Insbesondere ist ker f # {0}, und damit f nicht injektiv. O

4. Behauptung. Ja, es gibt R-lineare Abbildungen R?> — R2?, die keine reellen
Figenwerte besitzen.

Beweis. Wir betrachten die , Rotation® f := L(A): R? — R2, wobei

A= (2 _01> € MQXQ(R).

Dann gilt fiir alle A € R, dass

-1

det(A — X\ - Iy) = det <_1)\ )\) =M 4140

Also besitzt f = L(A) keine reellen Eigenwerte. O
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Aufgabe 5 (1 + 3+ 2+ 2+ 2 = 10 Punkte). Wir betrachten die Matrix

A=

—_ O =
— =
N = O

in ngg((@).

1. Wie kann das Vertauschen der ersten und zweiten Zeile einer Matrix
in M343(Q) durch Multiplikation mit einer geeigneten Matrix beschrieben
werden?

2. Losen Sie das lineare Gleichungssystem

1
Gesucht: allex € Q®* mit A-z = | 2

2

mit dem GauBschen Eliminationsverfahren.
3. Ist die Matrix A invertierbar? Begriinden Sie Ihre Antwort.
4. Zeigen Sie, dass es eine Matrix X € M3y3(Q) mit X - A = I3 + A gibt.
5. Gibt es einen Vektor b € Q3, so dass das lineare Gleichungssystem

Gesucht: alle x e R3 mit A-z =5

genau zwei Losungen besitzt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

Losung:

1. Sei A € M343(Q). Dann ist

S = O

o O =

_ o O
N

die Matrix, die man aus A erhélt, indem man die erste und zweite Zeile tauscht.
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2. Sei b := (1,2,2)". Dann ist V(A,b) = {x € Q* | A-z = b} die gesuchte
Losungsmenge.

Anwendung des Gauflschen Eliminationsverfahrens liefert:

. 10
Pivot? 0 1

11 2

10
,(,32:9)» 0 1 9

00 2

_ 10
Pivot? 0 119

0 0 2
0 —1|-1
W-@ T,

0 0 2
' 0 —1|-1
Pivot? 0 1 9
0 0

L 3) 0 —1{-1
2,0 1| 2
0 o [1]] 4
0 0|4
@-B0+E o 3
0 0 1

Die linke Seite ist in Zeilenstufenform. Damit erhalten wir durch Riickwartsauf-
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l6sen, dass V(A,0) = {0} ist und

~1/2
3/2
1/2

eine spezielle Losung ist. Insgesamt ergibt sich

~1/2 ~1/2
V(Ab) =V(A,0+ | 3/2]|= 3/2
1/2 1/2

[Die Aufgabenstellung verlangt explizit die Losung des linearen Gleichungssy-
stems mit dem Gauflschen Eliminationsverfahren.|

3. Behauptung. Ja, die Matrix A ist invertierbar.

Beweis. Wie wir im Teil 2. gesehen haben, iiberfithrt das Gaufische Elimi-
nationsverfahren die 3 x 3-Matrix A in eine Zeilenstufenform mit genau drei
Stufen. Also ist A invertierbar.

[Alternativ, aber umsténdlich, kann man nochmal (!) das Gaufische Elimina-
tionsverfahren anwenden. | O

4. Beweis. Nach Teil 3. ist A invertierbar. Sei X := (I3 + A) - A~L. Dann gilt

X - A=(3+A) - A A=(I3+A) Iy =13+ A. O
5. Behauptung. Nein, einen solchen Vektor gibt es nicht.

Beweis. Da A nach Teil 3. invertierbar ist, gilt fiir alle b € Q3, dass
V(A7 b) - {A_l ' b}7
was eine ein-elementige Menge ist. O

[Alternativ kann man auch dariiber argumentieren, dass V' (A4, b) leer oder ein
affiner Untervektorraum von Q2 ist. Daher gibt es keine Losung, genau eine
Losung oder unendlich viele Losungen. ]
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Aufgabe 6 (3+2+ 2+ 1+ 2 = 10 Punkte). Wir betrachten die R-lineare
Abbildung

[ R — R?

1+ Xo
T —
2'%1—1’2

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort.

1. Bestimmen Sie die darstellende Matrix Mg p(f) von f beziiglich der
folgenden Basis B von R?:

() 6)

2. Bestimmen Sie det(f o fo f).
3. Bestimmen Sie alle reellen Eigenwerte von f.
4. Bestimmen Sie dimg (ker f).

5. Ist f iiber R diagonalisierbar?

Lésung:
1. Es gilt

Mpp(f) = Mg M(f)- Mg
(11 _1_ 1 1) (11
“\1 0 2 1 10
1 (o 1) (1 1) (11
S 0-1\-1 1 2 —1 10
(o 1) (21
S\ -1 1 2
(1 2
o\ -1
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Das Inverse von Mp haben wir dabei mit der expliziten Formel fiir Inverse
von 2 x 2-Matrizen bestimmt.

[Alternativ konnte man dieses Inverse auch mit dem GauBschen Elmininati-
onsverfahren bestimmen.

AuBlerdem hidtte man die Losung auch anders ansetzen konnen, indem man
die Spalten der Matrix Mp g(f) aus den entsprechenden Gleichungen mit dem
Gaufischen Eliminationsverfahren bestimmt. |

2. Mit der Vertréglichkeit von M ( - ) mit Komposition bzw. Matrixmultiplikation
und der Multiplikativitit der Determinante folgt

det(fofof)=det M(fofof)=det(M(f)*) = (detM(f))3

3
— | de L1 — (1. (—1)—9.1\3 — (_2)3
_<dt<2 _1>> (1-(~1)—2-1)* = (-3)

= —27.

[Analog kénnte man auch mit der Matrix Mp p(f) aus Teil 1. verfahren.

Alternativ konnte man zunéchst f o f o f expliziter beschreiben, etwa durch
Berechnung von M (f) - M(f) - M(f). Dies ist jedoch deutlich aufwendiger.]

3. Die Menge der reellen Eigenwerte von f ist
or(f) =or(A) ={A e R |det(A—\-1I) =0}.
Fiir alle A € R gilt
det(A — X Ip) = det <1_A 1 > =A=-1)-(\+1)—-2
2 —-1-A
=M -3=(0+V3)-(A-V3),
und damit (Nullteilerfreiheit von R) ist or(f) = {V/3, =3} die Menge der

reellen Eigenwerte von f.

4. Da 0 nach Teil 3. kein Eigenwert von f ist, ist ker f = {0}, und damit insbe-
sondere dimpg ker f = 0.
[Alternativ kann man den Kern (und seine Dimension) z.B. auch mit dem

Gaufischen Eliminationsverfahren bestimmen.]

5. Behauptung. Die Abbildung f ist {iber R diagonalisierbar.

Beweis. Nach Teil 3. ist #og(f) = 2 = dimg R?. Also ist f iiber R diagonali-
sierbar (Gratis-Diagonalisierbarkeit). O
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Aufgabe 7 (4 Punkte). Die Matrix A € May2(Q) habe die Eigenwerte 1
und 100. Zeigen Sie, dass es eine Matrix X € Myy»(Q) mit X? = A gibt.
Lésung:
Beweis. Wir verwenden den Konjugationstrick: Es gilt

#og(A) > #{1,100} = 2.

Also ist die 2 x 2-Matrix A iiber Q diagonalisierbar (Gratis-Diagonalisierbarkeit)
und es gibt eine invertierbare Matrix S € GL2(Q) mit

2
G4 e[t 0O)_(t 0
0 100 0 10

Sei

Dann ist X € May2(Q) und es folgt

(el g o)

=95-81.4.5.51=4 O



