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Aufgabe 1 (3+3+3 = 9 Punkte). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.

1. Ist (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und ist U C V ein Untervek-
torraum, so gilt fiir alle x € V, dass U+ = (z + U)*.

2. Sind A, B € O(2) \ SO(2), so ist A- B € SO(2).
3. Die Gruppe SO(3) ist abelsch.

Lésung:

1. Diese Aussage ist falsch, denn: Sei (V, (-,-)) := (R, (-, )2) und U := {0} C R,
z:= 1. Dann ist U+ = {0}* = R, aber

(z+U)" = {1}" = {0}.

2. Diese Aussage ist wahr, denn: Seien A, B € O(2)\SO(2). Da O(2) eine Gruppe
ist, ist A- B € O(2). Wegen A, B ¢ SO(2) gilt det A = —1 = det B, und damit

det(A-B)=detA-det B=(-1)-(—1) =1.
Also ist A- B € SO(2).

3. Diese Aussage ist falsch, denn: Seien etwa
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Aufgabe 2 (3+3+3 =9 Punkte). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.

1. Esgilt 2-ZN7-Z=14-Z.

2. Sind p, q € Fo[T] prim, so ist auch p + ¢ prim in Fy[T].

3. Bs gilt Q[T)/(T*+2-T+ 1) =gm QI/(T+ 1) ® QT)/(T +1).

Lésung:
1. Diese Aussage ist wahr, denn: Wegen 14 = 2 -7 folgt 14 -7Z C 2 -Z und
14-ZC7-Z,und damit 14-Z C2-ZN7-Z.

Sei umgekehrt = € 2-ZN7-7Z, d.h. 2 | x und 7 | z. Daher ist auch ,das“ kleinste
gemeinsame Vielfache 14 von 2 und 7 ein Teiler von x. Also ist = € 14 - Z.

2. Diese Aussage ist falsch, denn: Das Polynom T' € Fy[T] ist irreduzibel und
damit prim (da Fo[T] ein Hauptidealring ist). Aber T+ T = 0 € Fy[T] ist
nicht prim.

3. Diese Aussage ist falsch, denn: Es ist
QIT)/(T? +2-T +1) gir) QT]/(T +1)%)).

DaT+1 € Q[T] prim ist, folgt aus der Eindeutigkeitsaussage des Hauptsatzes
iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen (in diesem Fall Q[T7]),
dass

QIT)/(T +1)?)) o) QTI/(T +1) @ Q[T)/(T +1).

[Alternativ kann man auch zeigen, dass auf der rechten Seite alle Elemente
(T + 1)-Torsion sind, nicht aber auf der linken Seite.]
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Aufgabe 3 (3+3+3 = 9 Punkte). Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.

1. Ist f: Q[T] — QIT] ein Ringhomomorphismus mit f(7?) = T2, so
gilt f(T3) =T3.
2. Esist
R[T]/(T) @ R[T]/(T +1) — R[T]/(T* +T)
([f1.lgl) — [(T+1)- f =T g]

ein wohldefinierter R[T']-Modulhomomorphismus.

3. Ist K ein Korper, so liefert folgendes eine wohldefinierte K-lineare Ab-

bildung:
Koxk K* — K
x®(g> —TeY—T-z
Lésung:

1. Diese Aussage ist falsch, denn: Sei f: Q[T] — Q[T'] der eindeutig bestimmte
Q-Algebrenhomomorphismus (insbesondere Ringhomomorphismus) mit

f(r)=-T.
Dann ist f(T?) = f(T)- f(T) = (-=T) - (=T) = T?, aber
[T = (HD))’ = (-T)* = ~T° £ T
2. Diese Aussage ist wahr, denn: Dies ergibt sich wegen
1-(T+1)+(-1)-T=1
aus dem Chinesischen Restsatz.

[Alternativ kann man auch von Hand nachrechnen, dass es sich um einen
wohldefinierten R[T]-Modulhomomorphismus handelt.]

3. Diese Aussage ist wahr, denn: Die Abbildung
KxK?*—K

)

ist K-bilinear. Mit der universellen Figenschaft des Tensorprodukts folgt somit
die Behauptung.



Name: Matrikelnr: [ T T T [T 1] Seite 5/8

Aufgabe 4 (1 + 5+ 3 = 9 Punkte).

1.
2.
3.

Wie sind Hauptidealringe definiert?
Formulieren Sie den Elementarteilersatz fiir Matrizen.

Wie geht der Elementarteilersatz fiir Matrizen bei der Klassifikation von
endlich erzeugten Moduln iiber Hauptidealringen ein?

Lésung:

1.

Definition. Ein Hauptidealring ist ein Integrititsring, in dem alle Ideale Haupt-
ideale sind.

. Der Elementarteilersatz fiir Matrizen. Sei R ein Hauptidealring, seien m,n €

N und sei A € My, xn(R).
(a) Dann gibt es Matrizen S € GL,,(R), T' € GL,(R), so dass
B:=S-A-T

in Smith-Normalform ist.

(b) Fiir die Elementarteiler a,...,a, von B gilt:

(ap-----ap) fallsk<r

A4 min(m,n Dr(A) =
ke(lmin(m,n)}  Dr(A) {{0} falls k& > r.

Insbesondere sind r und die Elementarteiler von B (bis auf Assoziiert-
heit) eindeutig durch A bestimmt; man bezeichnet sie daher auch als
Elementarteiler von A.

Sei R ein Hauptidealring und sei V' ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt
es m,n € N und eine Matrix A € M, «,(R) mit

V =g R"/im L(A).

Man wendet nun den Elementarteilersatz fiir Matrizen auf die Matrix A an.
Ohne Einschrankung kann man somit annehmen, dass A bereits in Smith-
Normalform ist. Daraus erhélt man eine Zerlegung von V' als direkte Summe
von endlich vielen zyklischen R-Moduln.

(Danach fahrt man dann mit Primfaktorzerlegung und dem Chinesischen Rest-
satz fort, um die gewiinschte Normalform zu erhalten.)
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Aufgabe 5 (44 2+ 3 = 9 Punkte). Sei

1
A= 0
—1

€ Msy3(C).

o O O
w o =

1. Gilt A2017 = 2. A2016 ? Begriinden Sie Thre Antwort!
2. Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A.

3. Ist C3 ein L(A)-irreduzibler C-Vektorraum? Begriinden Sie Thre Ant-
wort!

Lésung:

1. Nein, denn: Dazu bestimmen wir das Minimalpolynom py € C[T] von A. Als
ersten Schritt berechnen wir das charakteristische Polynom x4 € C[T] von A:
Nach Definition ist

xa=det(T I3 — A) =T (T —2)* € C[T].

Mit dem Satz von Cayley-Hamilton folgt 4 = T-(T—2) oder pa = T-(T—2)2.
Wegen

(T-(T—2))(A)=A>—2-A#0
ist pa =T+ (T —2)%
Sei nun p := 72017 — 2. 72016 ¢ C[T]. Dann gilt genau dann p(A) = 0,
wenn A2017T = 2. A2016 ist Angenommen, es wire p(A) = 0. Dann wire das
Minimalpolynom g4 ein Teiler von p in C[T]. Wegen

p =TT 9. 72016 _ 72016 (9

und der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung im Hauptidealring C[T] folgt
aber pa [ p. Also ist p(A4) # 0.

[Alternativ kann man zuerst die Jordansche Normalform bestimmen und dann
iiber den Konjugationstrick argumentieren.|

2. Aus dem ersten Teil wissen wir bereits, dass pa = T- (T —2)? = x 4. Insbeson-

dere ist oc(A) = {0,2} und die Jordan-Normalform von A enthélt mindestens
einen Jordanblock der Gréfle 1 zum Eigenwert 0 und einen Jordanblock der
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Grofle 2 zum Eigenwert 2. Da A eine 3 x 3-Matrix ist, ist kein Platz fiir weitere
Jordanblocke. Also ist

0
0
0

o N O

0
1
2
die Jordan-Normalform von A.

3. Nein, denn: Die Jordanblocke der Jordanschen Normalform von A liefern zu-
einander komplementire L(A)-invariante Unterriume von C3. Also ist C?
nicht L(A)-irreduzibel.
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Aufgabe 6 (3 + 3+ 3 = 9 Punkte). Wir betrachten die Abbildung
FR2xR? R
(z,y) =3 -z -y + 21 Yo+ T2 Y1 + 312 Yo
1. Zeigen Sie, dass f ein Skalarprodukt auf R? ist.

2. Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von R? beziiglich dem Skalarpro-
dukt f.

3. Bestimmen Sie Hauptachsen (beziiglich (-, -)9) fiir die Quadrik

{z e R?| f(z,2) = 2}.

Lésung:
1. Sei

A G’ :1,)) € Mays(C).

Dann gilt fiir alle z,y € R?, dass
fla,y)=aT Ay

Insbesondere ist f bilinear. Da die Matrix A symmetrisch ist, ist auch f sym-
metrisch. Um zu zeigen, dass f positiv definit ist, geniigt es zu zeigen, dass A
positiv definit ist. Wegen

xa=det(T- I —A)=(T—-4) - (T—-2)

ist og(A) = {2,4}; also ist A positiv definit.
[Alternativ kann man die positive Definitheit von A auch mit dem Hauptmi-

norenkriterium nachweisen. |

[Alternativ kann man positive Definitheit von f auch durch direktes Nach-
rechnen verifizieren.]

2. Wir wenden das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt auf die
Basis (v1,vs) := (e1,e2) von R? und das Skalarprodukt f an; dabei schreiben
wir || - || fiir die von f induzierte Norm auf R2.
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Sei
1 1 1 <1>
wyi=—— V] = —— ] = — -
[[v1]] fler,er) V3 \0
und
- 1 —1
w2 1=®2-f(w1,02)'w1=3'( 3>
bzw.

1 1 <—1>
w2 ' = —=— "Wy = ——=" .
T dwl T 2evE B
Nach dem Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt ist dann (w1, ws)

eine Orthonormalbasis von R? beziiglich f.

[Alternativ kann man auch leicht von Hand einen Vektor finden, der mit w;
zusammen eine f-Orthonormalbasis von R? bildet.]

3. Sei
Q={zeR?| f(z,2) =2} ={zeR®|a" A z=2}.

Hauptachsen von @ ergeben sich also aus einer Orthogonalbasis (bzgl. (-, - )2)
von Eigenvektoren von A.

Wegen

und

sind also R - <D und R - (_D
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Aufgabe 7 (6 Punkte). Sei K ein Korper und seien U, V', W Vektorrdume
iiber K. Zeigen Sie: Gibt es eine injektive K-lineare Abbildung U — V| so
gibt es auch eine injektive K-lineare Abbildung U @ x W — V @ W.

Losung: Sei f: U — V eine injektive K-lineare Abbildung.

Dann gibt es eine K-lineare Abbildung g: V. — U mit g o f = idy, denn: Sei
(v)ier eine Basis von U. Dann ist (f(v;))ies eine linear unabhéngige Familie in V' (da
f injektiv ist). Wir ergénzen diese Familie zu einer Basis B von V. Nun definieren
wir g: V' — U mithilfe der universellen Eigenschaft von Basen, indem wir

g(f(vi)) =

fir alle ¢ € I und
g(w) :=0

fiir alle w in B, die nicht im Bild von f liegen, setzen. Nach Konstruktion gilt
dann g o f =idy (da dies auf der Basis (v;)ier von U zutreffend ist).
Wir betrachten nun die K-linearen Abbildungen

F:=fogidw:Ug W — Vg W
u@wr— f(u) @w
G=gRgidy: VogW —UegW
vRwr— g(v) ®w

mithilfe der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts. Dann gilt GoF' = idyg . w,
denn: Es geniigt diese Aussage auf Elementartensoren nachzuweisen (da diese ein
Erzeugendensystem bilden); fiir alle u € U und alle w € W gilt nach Konstruktion

GoF(u®w)=G(f(u)@w)=g(f(v)@w=u®w.

Also ist G o F' = idyg,w. Insbesondere ist F' injektiv.

[Alternativ kann man auch iiber Dimensionen argumentieren; dabei ist jedoch
Vorsicht geboten, da nicht vorausgesetzt ist, dass die beteiligten Vektorrdume endlich-
dimensional sind. Etwas Sattelfestigkeit mit unendlichen Méchtigkeiten ist fiir eine
solche Losung also notwendig.]



