Lineare Algebra Il: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 13 vom 17. Juli 2025

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
werden teilweise in den Ubungsgruppen besprochen und kénnen zum ,, Aufwiir-
men* beim téglichen Uben verwendet werden.

Fingeriibung A (Bilinearformen, Skalarprodukte). Wiederholen Sie die Definition
und Anwendungen von Bilinearformen und Skalarprodukten, inklusive Matri-
zenkalkiil.

Fingeriibung B (Dualrdume). Welche der folgenden R-Vektorriume sind iso-
morph?

R, R*, Homg(R?* R’), (R°)*, Homg(R,R)*, (R°)", R" & (R*)" & (R®)"

Fingeriibung C (Abbildungen auf Tensorprodukten). Sei K ein Kérper. Welche
der folgenden Abbildungen K? ® g K2 — K sind wohldefiniert?

l.Lo@w+——20
2. v@w— v1 + wsy
3. vRwr— v3
4. v@wW —> V1 - W3 — Vg - W1
Fingeriibung D (Tensoren). Welche dieser Gleichheiten gelten in R? @ R? ?
()26 () ()= ()
1 3 2 1 1 1
2.2024-e1®@ex+e1®@e; =e1 ® (e; + 2025 - e3)
()2 ()= (1) ()

4. 61®62:62®61

Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, konnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (Elementarteiler; 2 (=1 4 1) Punkte).

1. Verwenden Sie den Elementarteilersatz, um das folgende lineare Glei-
chungssystem (iiber Z) zu lsen:

Gesucht: alle z € Z3 mit
3-x1+3-29+3-x3=15
2:214+6-224+2 23 =22
1-21+5 29 =17

2. Skizzieren Sie die Losungsmenge.

Hinweis. Achten Sie beim Aufschreiben auf eine sprachlich prazise und iiber-
sichtliche Darstellung!

Aufgabe 1 (duale Abbildungen; 4 (= 2 + 2) Punkte). Sei K ein Korper und sei
f:V — W eine K-lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Zeigen Sie:

1. Ist f surjektiv, so ist f*: W* — V™ injektiv.
2. Ist f injektiv, so ist f*: W* — V* surjektiv.

Bitte wenden



Aufgabe 2 (Rechnen mit Elementartensoren; 4 (= 2 + 2) Punkte). Sei K ein
Korper und seien V und W Vektorrdume iiber K und seien v,v’ € V und
w,w’ € W. Welche der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Ist v@w=1v" @w, so folgt v =v" und w = w'.
2. Esgitv@uw+v@uw =@w+0)® (w+w).

Aufgabe 3 (Skalarprodukte und Tensorprodukte; 4 Punkte). Sei V' ein R-Vektor-
raum. Reformulieren Sie die Definition von Skalarprodukten auf V' so, dass Sie
nur das Tensorprodukt und Eigenschaften von linearen Abbildungen verwenden.
Zeigen Sie, dass Ihre Reformulierung zur gewohnlichen Definition dquivalent ist!

Aufgabe 4 (Kommutativitit des Tensorprodukts; 4 (= 2 + 2) Punkte). Sei K ein
Korper und seien V und W Vektorrdume iiber K.

1. Zeigen Sie, dass wie folgt wohldefinierte K-lineare Abbildungen beschrie-
ben werden:
VeorW —WegV
VRQUWH— w QU
WergV —VerW
WRV > VRO wW

2. Folgern Sie, dass V @xg W =g W @k V gilt.
Bonusaufgabe (Blorxisch; 4 Punkte). Die Sprache BLORX beruht auf dem Al-
phabet mit den Buchstaben B, L, O, R, X. Blorxische Worter werden dabei
nach den folgenden Regeln gebildet:

e Worter diirfen mit jedem der Buchstaben B, L, O, R, X beginnen.
e Auf B kann nur B oder L folgen (oder das Wortende).

e Auf L oder O kann nur L, O, R oder X folgen (oder das Wortende).
e Auf R kann nur O oder X folgen (oder das Wortende).

e Auf X kann nur L oder X folgen (oder das Wortende).

Zum Beispiel sind BLORX und RORO korrekte blorxische Worter, nicht aber
ROXOR. Bestimmen Sie eine geschlossene Formel fiir die Anzahl der blorxischen
Worter gegebener Lénge, die mit X beginnen und mit X enden!

Hinweis. Betrachten Sie eine geeignete Matrix in Msy5(C), deren Eintriige nur
Nullen und Einsen sind. Was haben Potenzen dieser Matrix mit den gesuchten
Anzahlen zu tun? Wie kann man Potenzen von Matrizen mithilfe der Jordan-
schen Normalform bestimmen?

Bonusaufgabe (Cayley-Hamilton, ganz einfach?! 4 Punkte). Was ist falsch am
nachfolgenden ,,Beweis“? Geben Sie genau an, an welcher Stelle etwas schiefgeht
und erkldren Sie den Fehler!

Behauptung. Sei K ein Korper, sei n € Nyg und sei A € M,,»,,(K). Dann ist
pa in K[T] ein Teiler von x 4.

Beweis. Da das Minimalpolynom den Kern der Auswertung bei A als Ideal
in K[T] erzeugt, geniigt es zu zeigen, dass xya(4) =0 € M, «,(K) gilt.
Nach Definition des charakteristischen Polynoms ist x4 = det(T'- I, — A).
Also erhalten wir x4(A) = det(A - I, — A) = det 0 = 0,wie gewiinscht. O

Hinweis. Es ist hilfreich, dies an einem konkreten Beispiel, Schritt fiir Schritt

durchzugehen und jeweils pedantischst darauf zu achten, dass man nicht schlam-

pert ...

Freiwillige Abgabe bis 25. Juli, 8:35, via Briefkasten/GRIPS. Alle Punkte zéihlen
als Bonuspunkte.



