Lineare Algebra Il: Ubungen

Prof. Dr. C. Loh/F. Hofmann Blatt 5 vom 22. Mai 2025

Hinweis. Die Fingeriibungen werden nicht abgegeben und nicht korrigiert. Sie
werden teilweise in den Ubungsgruppen besprochen und kénnen zum ,, Aufwar-
men“ beim téglichen Uben verwendet werden.

Fingeriibung A (Wiederholung: Diagonalisierbarkeit). Wiederholen Sie die Begrif-
fe Figenwerte, Eigenvektoren, charakteristisches Polynom, Diagonalisierbarkeit
(von Matrizen und Endomorphismen) und wie man diese in der Praxis bestim-
men kann. Was ist die Jordansche Normalform?

Fingeriibung B (Wurzeln). Bestimmen Sie eine Matrix B € May2(R) mit
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Fingeriibung C (Definitheit). Untersuchen Sie die folgenden Matrizen in My 2 (R)
auf Definitheit. Welche Signatur haben diese Matrizen?
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Welche der untenstehenden Skizzen passt zu welcher dieser Matrizen?
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Fingeriibung D (adjungierter Homomorphismus). Bestimmen Sie den adjungier-
ten Homomorphismus (beziiglich (-, - )2) der folgenden C-lineare Abbildung. Ist
diese Abbildung selbstadjungiert?
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Hinweis. Die Wiederholungsaufgaben sind freiwillig, konnen aber gut zur Wie-
derholung und als Bonuspunkte genutzt werden.

Bonusaufgabe (Wiederholung) (Orthogonalitit; 2 (= 1 + 1) Punkte). Welche
der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Die Relation ,, 1 “ auf R?® (beziiglich (-,-)) ist transitiv.

2. Jedes Orthonormalsystem in (R3, (-, )3) kann zu einer Orthonormalbasis
von (R3,(-,-)y) ergéinzt werden.

Bitte wenden



Hinweis. Achten Sie beim Aufschreiben auf eine sprachlich prizise und iiber-
sichtliche Darstellung!

Aufgabe 1 (Hauptachsentransformation; 4 = (2 + 2) Punkte). Zu ¢ € R sei
Qe:={reR?|3/2 22 —x, 29+ 3/2 22 =c} C R

1. Bestimmen Sie fiir jedes ¢ € R Hauptachsen fiir die Quadrik Q. und
bestimmen Sie die Menge {c € R | Q. # (}.

2. Skizzieren Sie die Quadrik Q. Ist Q2 beschrinkt (beziiglich || - ||2)?

Aufgabe 2 (adjungierte Homomorphismen; 4 (= 2+ 2) Punkte). Sei (V,(-,-}) ein
endlich-dimensionaler unitirer Vektorraum und seien f,g: V — V Endomor-
phismen. Welche der folgenden Aussagen sind in dieser Situation immer wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort!

1. Esgilt (fMH = f.
2. Esgilt (fog)" = fHog".

Aufgabe 3 (Spektralzerlegung; 4 Punkte). Sei (V, (-, -)) ein endlich-dimensionaler
euklidischer /unitidrer Vektorraum und sei f: V. — V ein selbstadjungierter
Endomorphismus. Sei K der Grundkérper (also R im euklidischen Fall bzw. C
im unitédren Fall). Zu A € ox(f) sei pa: V — V die orthogonale Projektion
auf Eig, (f). Zeigen Sie, dass dann die folgende Spektraldarstellung gilt:

f= Y X
)\GO']K(f)
Aufgabe 4 (Polarzerlegung; 4 (= 2 + 2) Punkte). Sei n € N, sei A € GL,,(R).

1. Zeigen Sie, dass A eine Polarzerlegung besitzt, d.h., dass eine orthogonale
Matrix U € O(n) und eine symmetrische positiv definite Matrix P €
M, xn(R) existiert mit

A=U"-P.

2. Zeigen Sie, dass diese Matrizen P und U eindeutig durch A bestimmt sind.
Hinweis. Ziehen Sie die ,,positive* Wurzel aus AT - A ...

Bonusaufgabe (Kerne statt Quotienten; 4 Punkte). Seien (U, (-, )v), (V. {-,-)v),
(W, {-,-)w) endlich-dimensionale euklidische/unitidre Vektorrdume und seien
f:U—V, g:V— Wmit go f =0. Zeigen Sie, dass

ker(gHog+ fo f1) — kerg/im f
Tz +im f

ein wohldefinierter Vektorraumisomorphismus ist.
Hinweis. Zeigen Sie zuniichst, dass (im f)* = ker fH gilt.

Abgabe bis 30. Mai 2025, 8:35, via Briefkasten/GRIPS



