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Aufgabe 1 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).

1. Formulieren Sie die Definition dafiir, dass eine Bilinearform auf einem
R-Vektorraum positiv definit ist.

2. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und z,y € V mit [|z|| = ||y|.
Gilt dann bereits (z +y) L (z —y) ? Begriinden Sie Ihre Antwort.

3. Gilt fiir alle A € SO(3), dass A% = I3 ? Begriinden Sie Thre Antwort.

4. Formulieren Sie die Dreiecksungleichung fiir Normen und beweisen Sie
diese fiir von Skalarprodukten induzierte Normen mithilfe der Cauchy—
Schwarzschen Ungleichung.

Liosung:

1. Eine Bilinearform b: V x V — R auf einem R-Vektorraum V ist positiv
definit, wenn fiir alle z € V '\ {0} gilt:

b(xz,z) >0
2. Behauptung. Ja, dann gilt (z +y) L (z —y).

Beweis. Mit der Bilinearitdt und der Symmetrie des Skalarprodukts (-,-)
sowie der Definition der von (-,-) induzierten Norm || - || folgt

(z+y,z—y) = (z,2) = (2,y) +(y,2) — (y,9)
=(z,z) — (z,y) + (z,y) — (v,9)
= [lz]* + 0 — [lyl?
=0. (da [|z]| = [ly[|)

Somit folgt (z +y) L (z —y). O

3. Behauptung. Nein, dies gilt im allgemeinen nicht.

0 -1 0
A=1|1 0 0 Engg(R).
0 0 1

Beweis. Sei
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Dann ist AT - A = I3 und det A = 1. Also ist A € SO(3). Aber es gilt

-1 0 0
A= 0 -1 0| #IL. O
0 0 1

4. Behauptung. (Dreiecksungleichung fiir induzierte Normen) Sei (V,(-,-)) ein
euklidischer Vektorraum und sei || - || die von (-, -) induzierte Norm. Dann gilt
fiir alle z,y € V:

[z +yll <l + llyll

Beweis. Seien x,y € V. Wegen || - || > 0 und der Monotonie der Wurzelfunk-
tion, geniigt es [ + y[* < (= + [lyl})* zu zeigen.

Mit Definition der induzierten Norm und der Bilinearitdt und Symmetrie des
Skalarprodukts erhalten wir unter Verwendung der Cauchy—Schwarzschen Un-
gleichung

lz +yl* = (z +y, 2 +y)
= (z,2) + (2,9) + (v, ) + (v, 9)
= [z)* +2- (z,y) + [yl
<zl +2- =] -yl + vl (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)

= (llzl| + Ily1)*,

wie gewiinscht. O
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Aufgabe 2 (5+ 1+ 1+ 3 = 10 Punkte). Wir betrachten die Abbildung
fiRPxR* —R
(Ty)— 2z g1 —2 21 Y2 — 2 Ta Y1 + X2 Yo
1. Bestimmen Sie Hauptachsen fiir die Quadrik {z € R? | f(x,z) = 1}.
2. Skizzieren Sie diese Quadrik.

3. Formulieren Sie die Definition von Skalarprodukt auf einem reellen Vek-
torraum.

4. Ist f ein Skalarprodukt auf R? ? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:
1. Es gilt
Q:={z € R?| f(z,2) = 1}
—{zecR?|2z"-A-z=1}
mit

A= ( 12 _12> € Maya(R).

Wir bestimmen eine Orthonormalbasis von R?, die aus Eigenvektoren von A
besteht: Es gilt

T-1 2
XA:det(T-IQ—A):det< 5 T—l)
=(T-10°-4=T"-2-T-3
=(T+1)-(T-3).
Die Matrix A hat also die (reellen) Eigenwerte —1 und 3.

Fiir den Eigenraum von A zum Eigenwert —1 gilt

V(A4 1,,0) =V <(_22 _22> ,o) — Spang G) — Spang \}i G) |

Fiir den Eigenraum von A zum Eigenwert 3 gilt

DRVERIEE DT I
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Also ist . . . .
(7 () ()

eine Orthonormalbasis (beziiglich (-, -)2) von R? aus Eigenvektoren von A.

1 1
R-<1> und R-(_l)
2. Nach der Berechnung im ersten Teil ist

1 1 1
{50 4)
Zusammen mit den bereits bestimmten Hauptachsen liefert dies das folgende
Bild:

Somit sind

Hauptachsen fiir Q.

z € R? mit —x%—i—?)-x%:l}.

= (1Y) = ()

e
. .-~ Hauptachsen

3. Sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V' ist eine symmetrische
und positiv definite Bilinearform auf V.
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4. Behauptung. Nein, f ist kein Skalarprodukt auf R?.

Beweis. Wir zeigen, dass f nicht positiv definitiv ist. Dazu betrachten wir
(der Kandidat ergibt sich aus dem ersten Teil)

_ (1 2
T = <1>6R.

fz,x) =—-2<0.

Dann ist x # 0 und

Also ist f nicht positiv definit, und damit kein Skalarprodukt auf R2. O
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Aufgabe 3 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).

1.
2.
3.

Formulieren Sie die Definition dafiir, dass ein Ringelement irreduzibel ist.
Ist T? + 1 € Fy[T] irreduzibel? Begriinden Sie Thre Antwort.

Gibt es einen Ringhomomorphismus ¢: R[T] — R[T] mit (T + 1) =T ?
Begriinden Sie Thre Antwort.

4. Gilt (T* + T, T3) = (2025 - T?) in Q[T ? Begriinden Sie Thre Antwort.
Lésung:
1. Sei R ein Ring. Ein Element a € R\ {0} ist irreduzibel, wenn a keine Einheit

ist und folgendes gilt: Fiir alle x,y € R mit a =z -y ist x € R* oder y € R*.
Behauptung. Nein, T? + 1 ist in Fy[T] nicht irreduzibel.

Beweis. In Fo[T] gilt
T’ +1=T?+4+2-T+1=(T+1)- (T +1).

DaT?+1 # 0und T+1 und T2 +1 aus Gradgriinden keine Einheiten in Fy[T]
sind, folgt, dass T2 + 1 in Fo[T] nicht irreduzibel ist. O

Behauptung. Ja, es gibt einen solchen Ringhomomorphismus.

Beweis. Mit der universellen Eigenschaft des Polynomrings R[T] erhalten wir
einen R-Algebrenhomomorphismus ¢: R[T] — R[T'] mit ¢(7) = T'— 1. Dann
ist ¢ insbesondere ein Ringhomomorphismus und es gilt

o(T+1)=o(T)+p(1)=(T-1)+1=T. 0

Behauptung. Nein, die Ideale (T2 + T, T3) und (2025 - T?) in Q[T sind ver-
schieden.

Beweis. Aus Gradgriinden ist T ¢ (2025 - T?).
Aber es gilt:
T=1-(T*+T)-T-(T*+T)+1-T*> € (T* +T,T?

[Alternativ konnte man auch iiber den grofiten gemeinsamen Teiler argumen-
tieren.] O
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Aufgabe 4 (3 + 1+ 3 + 3 = 10 Punkte).
1. Formulieren Sie den Hauptsatz tiber endlich erzeugte Moduln iber Haupt-

1dealringen.

2. Nennen Sie eine Anwendung des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte Mo-
duln {iber Hauptidealringen.

3. Gilt Z/26 =4 7/2 & Z/13 7 Begriinden Sie Thre Antwort.

4. Gibt es x,y,2 € Z mit 6 - — 9 -y + 51 - z = 8 7 Begriinden Sie IThre
Antwort.

Lésung:

1. Sei R ein Hauptidealring und sei V' ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt
es d, k € N, Primelemente pq,...,pr € R und Zahlen ny,...,n; € Ny mit

V=pR'e @ R/
je{1,....k}

Dabei sind d, k, die Primelemente py, ..., px (bis auf Assoziiertheit und Rei-
henfolge) und die zugehérigen Exponenten ni, ..., ni eindeutig durch V' be-
stimmt.

2. Der Hauptsatz iiber endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen kann zum
Beispiel verwendet werden, um die Existenz und Eindeutigkeit der Jordan-
schen Normalform (iiber algebraisch abgeschlossenen Korpern) zu zeigen.

[Eine weitere Anwendung ist zum Beispiel die Klassifikation der endlichen
abelschen Gruppen.|

3. Behauptung. Die Z-Moduln Z/26 und Z/2 @& 7 /13 sind isomorph.

Beweis. Wegen ggT(2,13) = 1 folgt mit dem chinesischen Restsatz fiir Mo-
duln (angewendet auf den Hauptidealring Z), dass Z/2@Z/13 =z Z/(2-13) =
7]26. O

4. Behauptung. Nein, es gibt keine z,y,z € Z mit 6 -2 —9-y + 51 - 2.

Beweis. Fiir alle z,y, 2z € Z ist
6-2—9-y+51l-2=3-2-2—-3-y+17-2)
durch 3 teilbar, aber 8 ist nicht durch 3 teilbar. ]
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Aufgabe 5 (3 + 3+ 3 + 3 = 12 Punkte). Wir betrachten die Matrix

2 1 1
A= -4 =2 —2| € My,3(C).
4 4 4

1. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A. Begriinden Sie Thre Antwort.

2. Gibt es ein Polynom p € C[T] mit degp = 2025 und p(A) = 07 Be-
griinden Sie Thre Antwort.

3. Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A. Begriinden Sie Thre
Antwort.

4. Ist C*[L(A)] ein freier C[T]-Modul? Begriinden Sie Thre Antwort.

Lésung:

1. Als ersten Schritt berechnen wir das charakteristische Polynom x4 € C[T]
von A: Nach Definition ist

xa=det(T-Is3—A)=(T—-2)-(T?-2-T)+4-T—4-T
= (T —2)*-T.
Nach dem Satz von Cayley—Hamilton ist das Minimalpolynom g4 ein normier-

ter Teiler von y 4 in C[T] und besitzt dieselben Primteiler (aber moglicherweise
mit niedrigerer Vielfachheit). Also ist uq € {(T —2)-T,(T —2)%-T}.

Eine direkte Berechnung liefert
(T —2)-T)(A) #0.
Also ist pua = (T —2)2-T.

[Alternativ koénnte man im letzten Schritt auch die geometrische Vielfach-
heit des Eigenwertes 2 von A bestimmen und daraus auf die Gestalt von 4
schlieflen.]

2. Behauptung. Ja, es gibt ein solches Polynom.

Beweis. Sei p := T?%22. 4 € C[T]. Dann ist degp = 2022 + deg s = 2025
(nach dem ersten Teil) und wegen pa(A) = 0 folgt in M3y 3(C):

p(A) — (T2022 . HA)(A) _ A2022 . MA(A) — A2022 .0=0. 0

[Alternativ kann man auch mit x4 und dem Satz von Cayley—Hamilton argu-
mentieren.|
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3. Aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform folgt, dass die Jordansche
Normalform von A nur Jordanblocke zu den Eigenwerten 0 und 2 besitzt und
dass (nach der Berechnung von j4 im ersten Teil) der grofite Jordanblock zum
Eigenwert 0 die Grofle 1 besitzt und der grofite Jordanblock zum Eigenwert 2
die Grofle 2 besitzt.

Da A eine 3 x 3-Matrix ist, bleibt als einzige Moglichkeit (bis auf Reihenfolge
der Jordanblocke) fiir die Jordansche Normalform von A nur

0 00
0 21
0 0 2

4. Behauptung. Nein, C3[L(A)] ist kein freier C[T]-Modul.

Beweis. Ist V ein freier C[T]-Modul, so gilt fiir alle z € V' \ {0} und alle p €
C[T)\ {0}, dass p- = # 0.

Der C[T]-Modul C3[L(A)] ist nicht-trivial, da C3 # {0} ist. Also gibt es ein
Element z € C3[L(A)] mit x # 0. Nach Definition der C[T]-Modulstruktur

gilt

pa-x=(pa(4d) - z=0-2=0.
Wegen pia # 0 ist C3[L(A)] somit kein freier C[T]-Modul. O
[Alternativ konnte man auch damit argumentieren, dass dim¢ C3[L(A)] = 3

endlich ist und dass nicht-triviale freie C[T]-Moduln wegen dim¢ C[T] = oo
unendlich-dimensional sind.|
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Aufgabe 6 (2 + 2 + 4 = 8 Punkte).

1. Sei K ein Korper. Formulieren Sie die universelle Eigenschaft des Ten-
sorprodukts zweier K-Vektorrdume.

2. Formulieren Sie die universelle Eigenschaft einer weiteren Konstruktion
von Vektorrdumen.

3. Sei (V,(-,-)) ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum. Zeigen
Sie, dass

V—V*
T — (y|—> (x,y})

ein Isomorphismus ist.

Losung:

1. Sei K ein Korper und seien V, W Vektorrdume iiber K. Das Tensorpro-
dukt V ®x W und die bilineare Abbildung ®: V x W — V ®x W besitzen
zusammen die folgende universelle Eigenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum Z und jede bilineare Abbildung f: V x W — Z
gibt es genau eine lineare Abbildung fg: V @ W — Z mit

feo®=1Ff
V x V[; (biline:rk

®J/ P /EI/! fo (linear)
Vox W

2. Universelle Eigenschaft von Quotientenvektorrdumen: Sei K ein Korper, sei
V ein K-Vektorraum und sei U C V ein K-Untervektorraum. Dann besitzt
der Quotientenvektorraum V/U zusammen mit der kanonischen Projektion

my: V. — V/U
v— v+ U
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die folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden K-Vektorraum W und jede
K-lineare Abbildung f: V — W mit U C ker f gibt es genau eine K-lineare
Abbildung f: V/U — W mit

fomy = f.

v ow

A

ﬂ-Ul 7
V2 —
AT

V/U

[Alternativ kénnte man zum Beispiel auch die universelle Eigenschaft direkter
Summen oder von dufleren Produkten formulieren. |

3. Da V endlich-dimensional ist, ist dimp V' = dimg V*. Es geniigt daher zu
zeigen, dass die gegebene Abbildung

o:V—V"
z— (y = (z,9))
injektiv ist.
Da ¢ linear ist, geniigt es zu zeigen, dass ker ¢ = {0} ist. Sei = € ker ¢. Dann

folgt
(z,2) = (p(2)) () = 0(z) =0

bzw. z = 0 (wegen der positiven Definitheit des Skalarprodukts).



