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Aufgabe 1 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).

1. Formulieren Sie die Definition dafiir, dass eine Bilinearform auf einem
R-Vektorraum indefinit ist.

2. Sei (V,(-,-)) ein euklidischer Vektorraum und seien z,y,z € V mit
z L yund z L 2. Gilt dann bereits L (y — 3 - z) ? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

3. Ist fiir alle A, B € SO(3) auch A+ B € SO(3) ? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

4. Formulieren und beweisen Sie die Polarisierungsgleichung in euklidischen
Vektorrdumen.

Lésung:
1. Eine Bilinearform b: V' x V — R auf einem R-Vektorraum V ist indefinit,

wenn es z,y € V gibt mit

b(x,z) >0 und b(y,y) <O0.

2. Behauptung. Ja, dann gilt =z L (y — 3 - 2).

Beweis. Mit der Bilinearitdt des Skalarprodukts (-,-) folgt
(x,y—3-z) =(x,y) —3-(x,2) =0—-3-0=0,
und damit L (y — 3 - 2). O

Behauptung. Nein, im allgemeinen gilt dies nicht.

Beweis. Sei A := B :=I3. Dann ist A € SO(3) und B € SO(3), aber
det(A+ B) = det(2-I3) = 2% -det(l3) =8 -1 =8 # 1,
und damit A + B ¢ SO(3). O

Behauptung. (Polarisierungsgleichung) Sei (V. (-,-)) ein euklidischer Vektor-
raum. Dann gilt fiir alle x,y € V, dass

(@,y) =5 (lz+yl* =z~ llyl*)-

| =
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Beweis. Seien x,y € V. Mit der Definition der induzierten Norm und der
Bilinearitét und der Symmetrie des Skalarprodukts (-,-) erhalten wir

5 (49l =2l = I91?) = 5 - (& + o+ 3) — {z,2) — (,3)
= 5 () + (o) + (5.2) + (90) — (@) — (9)
=5 (2 (o)
= (z,9),

wie behauptet. O]
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Aufgabe 2 (1+1+5+ 1+ 2= 10 Punkte). Sei
Q={reR*|2-2]+4 -2, 29— 25 =1}
1. Formulieren Sie die Definition von Quadrik.
2. Wie kann man den Einheitskreis in (R?, (-, -)5) als Quadrik auffassen?
3. Bestimmen Sie Hauptachsen fiir die Quadrik Q).
4. Skizzieren Sie die Quadrik Q.

5. Zeigen Sie, dass es € () mit ||x]|2 > 2025 gibt.

Losung:

1. Sei n € N, sei A € My «xn(R) symmetrisch und sei ¢ € R. Die zu A und ¢
assoziierte Quadrik ist

QA c):={zcR"|z"-A-z=c}.

2. Der Einheitskreis in (R, (-, -)2) ist die Menge

{eR||zP=1}={zcR?|z" L -z =1} = Q(I1).

3. Es gilt

Q:{$ER2|2-ZL‘%+4'{L‘1'1’2—$%:1}
—{zeR? 2" -A-z=1}
mit
2 2
A= (2 _1> EMQXQ(R).

Wir bestimmen eine Matrix S € O(2), so dass ST - A - S eine Diagonalmatrix
ist: Es gilt

xa=det(T-Ih —A)=(T—2)- (T +1)—4=(T—3)-(T+2).

Die Matrix A hat also die (reellen) Eigenwerte 3 und —2.
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Fiir den Eigenraum von A zum Eigenwert 3 gilt

V(A—3-12,0)=v<(_21 _24> ,o) —R. G)

Fiir den Eigenraum von A zum Eigenwert —2 gilt

V(A+2.12,o):v<<;l f) ,0> _R. (_12>
(5 ()7 (5)

eine Orthonormalbasis (beziiglich (-, - )2) aus Eigenvektoren von A. Somit hat

die Matrix
(2/V5 1/
5= (1/\/5 —2\/5> €0@)

die gewiinschte Eigenschaft. Also sind
2 1
R- (1> und R- <_2)

4. Nach der Berechnung im ersten Teil ist

Q={S z|rcR*mit3-2% -2 23 =1}.

Also ist

Hauptachsen fiir Q).

Zusammen mit den Hauptachsen liefert dies das folgende Bild:

\
~®- T ®
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5. Sei y2 := 2025 und

3
Dann ist  := S -y € Q und wegen S € O(2) folgt

1
Y1 = \/ - (142-20252).

lzll2 = 1IS - yll2 = [lyll2 > |y2| = 2025.
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Aufgabe 3 (1+ 3 + 3 + 3 = 10 Punkte).

1. Formulieren Sie die Definition dafiir, dass ein Ringelement prim ist.
2. Ist T® + 1 € Q[T] prim? Begriinden Sie Thre Antwort.
3. Gibt es einen Ringhomomorphismus ¢: R[T| — R[T| mit p(T?) =T ?
Begriinden Sie Thre Antwort.
4. Gilt (T?* =1, T+1) = (2-T +2) in Q[T] ? Begriinden Sie Thre Antwort.
Lésung:
1. Sei R ein Ring. Ein Element p € R\ {0} ist prim, wenn p keine Einheit ist
und folgendes gilt:
Veyer pla-y=(plzVply)
2. Behauptung. Nein, das Polynom T3 + 1 € Q[T] ist nicht prim.
Beweis. Es gilt
T34+1=(T+1)-(IT? =T +1).
AuBerdem ist T3 +1 # 0 und 72+ 1, T+ 1 und T? — T +1 sind keine Einheiten
in Q[T7.
Also ist T3 + 1 nicht irreduzibel in Q[T], und damit auch nicht prim. O
[Man konnte auch direkt auf diesem Produkt mit der Definition von , prim*
argumentieren. |
3. Behauptung. Nein, es gibt keinen Ringhomomorphismus ¢: R[T] — R[T]

mit o(T?) =T.

Beweis. Angenommen, es gébe einen solchen Ringhomomorphismus. Dann
wire p(T) € R[T] und

o(T) - o(T) = p(T?) =T.

Aus Gradgriinden ist jedoch T kein Quadrat in R[T]. Dieser Widerspruch
zeigt, dass es keinen solchen Ringhomomorphismus gibt. O
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4. Behauptung. Ja, es gilt (T? —1,T +1) = (2-T + 2) in Q[T].
Beweis. Da 2 eine Einheit in Q[T ist, gilt in Q[T:
2-T+2)=02-(T'+1)=(T+1)

Wegen T2 —1 = (T +1)- (T —1) folgt aus Gradgriinden, dass T+ 1 ein grofiter
gemeinsamer Teiler von Tt — 1 und T + 1 in Q[T ist. Also ist

(T? —1,T+1) = (T + 1).
Zusammen ergibt sich die Gleichheit der beiden Ideale in Q[T7. O

[Man kann die Gleichheit der beiden Ideale auch direkt nachweisen, indem
man beide Inklusionen zeigt.]
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Aufgabe 4 (3 + 1+ 3 + 3 = 10 Punkte).

1.
2.

Formulieren Sie den chinesischen Restsatz fiir Moduln.

Nennen Sie eine Anwendung des chinesischen Restsatzes.

. Gilt Z/28 =4 Z/2 & Z/14 ? Begriinden Sie Thre Antwort.

. Bestimmen Sie z,y € Z mit 15 -2 + 23 - y = 1. Begriinden Sie Thre

Antwort.

Lésung:

1.

Sei R ein Integritétsring und seien a,b € R mit (a,b) = (1). Seien r,s € R
mit - a+ s-b= 1. Dann sind

wohldefinierte zueinander inverse R-Modulisomorphismen.

. Der chinesische Restsatz geht zum Beispiel im Beweis des Hauptsatzes fiir

endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen ein.
[Eine weitere Anwendung ist zum Beispiel die Losung von Systemen linearer

ganzzahliger Kongruenzen. |

Behauptung. Die Z-Moduln Z /28 und Z/2 & Z/14 sind nicht isomorph.

Beweis. Mit dem chinesischen Restsatz erhalten wir

7/28~, 7/ ©Z]7
Z)2®7/142,Z/2®Z)2®Z)T.

Nach der Eindeutigkeitsaussage aus dem Hauptsatz iiber endlich erzeugte Z-
Moduln sind diese beiden Z-Moduln jedoch nicht isomorph. O

[Alternativ kénnte man zum Beispiel auch damit argumentieren, dass alle
Elemente x € Z/2 ® Z/14 die Gleichung 14 - x = 0 erfiillen und dass diese
Eigenschaft unter Isomorphismen von Z-Moduln erhalten bleibt. In 7/28 gilt
jedoch 14 - [1] = [14] # [0].]
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4. Behauptung. Sei x := =3, y:=2 € Z. Dann ist 15-x + 23 -y = 1.
Beweis. Es gilt

15-24+23-y=15-(—3)+23-2= —45+46 = 1. O

[Wie findet man eine solche Losung ohne Probieren? Zum Beispiel durch re-
kursives Riickwirtseinsetzen in der Berechnung eines grofiten gemeinsamen
Teilers von 15 und 23 mit dem euklidischen Algorithmus.]
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Aufgabe 5 (3 + 3+ 3 + 3 = 12 Punkte). Wir betrachten die Matrix

10 0
A=[1 2 —1| € Msys(C).
11 0

1. Bestimmen Sie das Minimalpolynom von A. Begriinden Sie Ihre Antwort.
2. Zeigen Sie: Ist p € C[T] mit p(A) = 0, so gilt pa | p in C[T7.

3. Bestimmen Sie die Jordansche Normalform von A. Begriinden Sie Thre
Antwort.

4. Tst C? ein L(A)-zyklischer C-Vektorraum? Begriinden Sie Thre Antwort.

Losung:

1. Als ersten Schritt berechnen wir das charakteristische Polynom x4 € C[T]
von A: Nach Definition ist

xa=det(T I3 —A)=(T—-1)- (T —2)-T—1) = (T —1)>

Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist das Minimalpolynom g4 ein nor-
mierter Teiler von x4 in C[T]. Also ist pa € {1,T7 — 1,(T — 1)%,(T — 1)3}.
Wegen

1(A)=13#0
(T-1)(A)=A-I3#0
(T—1)2(A)=(A-I13)°=A>-2-A+13=0

folgt pa = (T — 1)%.

2. Sei p € C[T] mit p(A) = 0. Wir wenden Division mit Rest in C[T] auf p
und p4 an; somit existieren ¢, r € C[T] mit

p=q-pa+r und [degr < degua oder r=0].
Insbesondere ist
r(A) = p(A) — q(A) - pa(A) =0—q(A)-0=0.

Mit der Minimalitét des Minimalpolynoms folgt somit, dass » = 0 ist. Daher
ist p=q-pa, d.h. palp in C[T].
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3. Aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform folgt, dass die Jordansche
Normalform von A nur Jordanblécke zum Eigenwert 1 besitzt und dass (nach
der Berechnung von 4 im ersten Teil) der groite Jordanblock die Grofie 2
hat. Also bleibt (da A eine 3 x 3-Matrix ist) als einizge Moglichkeit fiir die
Jordansche Normalform von A nur

1 00
011
0 01

4. Behauptung. Nein, C3 ist kein L(A)-zyklischer C-Vektorraum.

Beweis. Aus dem Satz iiber die Jordansche Normalform und der Berechnung
im dritten Teil folgt

C’[L(A)] Zepr CITI/(T — 1) @ C[T]/(T — 1)%.

Dieser C[T']-Modul ist nicht zyklisch (nach der Eindeutigkeitsaussage aus dem
Hauptsatz tiber endlich erzeugte Moduln iiber dem Hauptidealring C[T]). Also
ist der C[T]-Modul C3[L(A)] nicht zyklisch. O
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Aufgabe 6 (2 + 2 + 4 = 8 Punkte).

1. Sei K ein Korper. Formulieren Sie die universelle Eigenschaft des Ten-
sorprodukts zweier K-Vektorrdume.

2. Formulieren Sie die universelle Eigenschaft einer weiteren Konstruktion
von Vektorrdumen.

3. Sei K ein Korper, sei V' ein K-Vektorraum und sei f: V — V ein
[somorphismus von K-Vektorrdumen. Zeigen Sie, dass dann
VgV —VegV
r @y f(r) ® f(y)

einen wohldefinerten Isomorphismus von K-Vektorrdumen definiert.

Lésung:

1. Sei K ein Korper und seien V, W Vektorrdume tiber K. Das Tensorpro-
dukt V ®x W und die bilineare Abbildung ®: V x W — V ®x W besitzen
zusammen die folgende universelle Figenschaft:

Fiir jeden K-Vektorraum Z und jede bilineare Abbildung f: V x W — Z
gibt es genau eine lineare Abbildung fg: V @ W — Z mit

Joo®=f.
V x V‘} (biline:rk

®l P /3/! fe (linear)
VeogW

2. Universelle Eigenschaft von Quotientenvektorrdumen: Sei K ein Korper, sei
V ein K-Vektorraum und sei U C V ein K-Untervektorraum. Dann besitzt
der Quotientenvektorraum V/U zusammen mit der kanonischen Projektion

mu: V—V/U
v— v+ U
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die folgende universelle Eigenschaft: Fiir jeden K-Vektorraum W und jede
K-lineare Abbildung f: V — W mit U C ker f gibt es genau eine K-lineare
Abbildung f: V/U — W mit

fomy = f.

v ow

A

|

L 7aT
V/U

[Alternativ kénnte man zum Beispiel auch die universelle Eigenschaft direkter
Summen oder von dufleren Produkten formulieren. |

3. Nach der Funktorialitdt des Tensorprodukts ist

p=fRr [t VegV —VgV
z®@y— f(z)® f(y)

eine wohldefinierte K -lineare Abbildung.
Sei g: V. — V das Inverse von f. Die Funktorialitdt des Tensorprodukts

liefert analog, dass auch
Vi=gRkg: VgV -—=VegV
z@y— g(r) ®g(y)
eine wohldefinierte K-lineare Abbildung ist.

Dann erhalten wir
Yop= (9K g)o(f®K f)=(90f)®K (go f) =idy @k idy =idve,v

und analog
pot =idyg,v -
Also ist ¢ ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

[Man konnte natiirlich diese Schritte auch einzeln von Hand nachrechnen.]



