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Aufgabe 1 (Wahrscheinlichkeitsriume). Welche der folgenden Aussagen sind
wahr? Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (mit einem Beweis oder Gegen-
beispiel).

1. Ist (€2,5) ein messbarer Raum und ist (A,)nen eine Folge in S, so ist
auch (), oy An in S,

2. Ist (Q,5) ein messbarer Raum und sind A, B € S, so ist auch die Menge
{z € Q | es ist entweder € A oder z € B} in S.

3. Ist (Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, so gilt P(Q2\ A) = 1— P(A) fur

alle A e S.
4. Ist (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ist (A, )nen eine Folge in S,
so gilt
P( U An) =sup P(4,).
neN neN
Lésungshinweise.

1. Ja, denn: Als o-Algebra ist S abgeschlossen unter Bildung von abzéhlbaren
Vereinigungen und Komplementen, daher folgt die Behauptung aus

A=\ @\4,) €S

neN neN
2. Ja, denn:

{x € Q| es ist entweder x € A oder x € B}
=(AN(Q\B)U(BN(Q\A)eSs.

Dabei benutzen wir, dass S unter endlichen Vereinigungen und endlichen
Schnitten abgeschlossen ist (mit Teilaufgabe 1.1 und {0, Q} C ).

3. Ja, denn: Das Wahrscheinlichkeitsmafl P ist o-additiv und damit insbe-
sondere auch endlich additiv (indem man die endliche Folge mit ), 0, ...
erginzt). Da A und Q\ A disjunkt sind, folgt somit

1=P(Q)=PAU 2\ A)) =P(A)+ P(Q2\ A4).
4. Nein, denn: Man betrachte etwa den Wahrscheinlichkeitsraum

(10,13, Pot({0,1}), P)  mit P({0}) = 3 = P({1})

und setze Ag = {0} und A,, = {1} fiir n € N5. Dann ist

P(U An) =1# % = sup P(A,).

neN neN



Aufgabe 2 (Wiirfeln). Es bezeichne p € [0,1] die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass man bei einem Wurf mit sechs fairen Wiirfeln mindestens eine [-] wiirfelt.

1. Zeigen Sie, dass der nachfolgende ,,Beweis“ nicht korrekt ist, indem Sie
erklaren welcher Schritt nicht korrekt ist.

Behauptung. Es ist p = 1.

Beweis. Die Wahrscheinlichkeit, dass man bei einem Wurf mit einem
fairen Wiirfel eine [-] wiirfelt betrdgt 1/6. Also betrigt die Wahr-
scheinlichkeit p, dass man bei einem Wurf mit sechs fairen Wiirfeln
mindestens eine [-] wiirfelt

= 1. ]

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p.
Losungshinweise.

1. Der Fehler liegt darin, die Wahrscheinlichkeiten fiir die sechs Ereignisse
yder j-te Wiirfel zeigt [ “ mit j € {1,...,6} einfach aufzusummieren,
obwohl diese Ereignisse nicht paarweise disjunkt sind (z.B. kann es sein,
dass bei einem Wurf mit sechs Wiirfeln sowohl der erste als auch der zweite
Wiirfel [-] ergeben ... ).

2. Als Wahrscheinlichkeitsraum withlen wir ({1,...,6}5 Pot({1,...,6}%), P)

mit
P: Pot({1,...,6}%) — [0,1]

R ]
[{1,...,6}5] 66

dabei steht (wi,...,ws) € {1,...,6}° fiir das Ergebnis eines Wurfes mit
sechs Wiirfeln, bei dem der erste Wiirfel wy ergibt, der zweite Wiirfel ws,
etc. Da wir annehmen, dass die Wiirfel fair sind (und sich nicht gegensei-
tig beeinflussen), withlen wir als Wahrscheinlichkeitsmafl die zugehorige
Gleichverteilung.

Das Ereignis ,,bei einem Wurf mit sechs fairen Wiirfeln fillt mindestens
eine [-] “ entspricht in diesem Modell also der Menge

A={we{l,....,6}° | Jjeq1,.6y wj =1}
Daher erhalten wir
p=P(4)
=1-P({1,...,6}°\ 4)
=1- P({W e{1,...,61° Vie{t,..6} wj # 1})

o 1{2,...,6}9]
{1,....6}]
56

~ (0.665.



Aufgabe 3 (Poker). Wir betrachten ein Kartenspiel (z.B. Poker) mit 52 Karten
(je ein As, Koénig, Dame, Bube, 10, ..., 2 von Kreuz, Pik, Herz, bzw. Karo).
Ein Spieler hat fiinf dieser Spielkarten erhalten, ndmlich drei Asse, einen Konig,
einen Buben.

1.

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er, wenn er zwei Karten zuféllig
aus den verbleibenden 47 Karten zieht, das letzte As erhilt?

Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass er, wenn er eine Karte zuféllig
aus den verbleibenden 47 Karten zieht, das letzte As oder einen Konig
erhélt?

Losungshinweise. Sei etwa

Ql = {A*aAﬁvAQaA<>7 e 720} \ {A'Y”AO’AO’K"BO}

die Menge der verbliebenen Karten (die genauen Farben der Asse, des Konigs
und des Buben auf der Hand des Spielers spielen dabei natiirlich keine Rolle).

1.

2.

Wir betrachten als Modell den Wahrscheinlichkeitsraum (2, Pot(€2), P)
mit

Q:={{z,y} c U |z #y}
(d.h. Q ist die Menge der zweielementigen Teilmengen von €21) und der
Gleichverteilung P auf Q: Fiir alle A C Q) sei also

A 2
P(A)::@:M"m;

wir nehmen also an, dass alle zweielementigen Teilmengen von 1 mit
derselben Wahrscheinlichkeit gezogen werden.

Dann ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit als

P({WEQ\AQGW}):|{WGQ|A¢€w}|

€2
_ {44} [y € 0\ {Aa}}]
€|
9
Y

Wir betrachten als Modell den Wahrscheinlichkeitsraum (£21, Pot(€2), P)
mit der Gleichverteilung
Al A
v PA) = — =—.
ACQ ( ) |Q1| 47

Dann gilt fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit

{Aa, Ka, Ko, Ko |
€]

P({Aa, K4, Ko, Ko }) = |



Aufgabe 4 (erzeugte o-Algebren).

1. Sei Q eine Menge und sei T' C Pot(£2). Zeigen Sie, dass es eine (beziiglich
Inklusion) kleinste o-Algebra auf 2 gibt, die T' enthélt. Man nennt diese
die von T erzeugte o-Algebra auf  und bezeichnet sie mit o (7).

2. Sei n € N. Zeigen Sie, dass die von
T :={[a1,b1] XX [an,by] | a,b € R" mit a; < b; fiir alle j € {1,...,n}}
erzeugte o-Algebra auf R mit der Borel-o-Algebra auf R™ iibereinstimmt.

3. Sei n € N. Zeigen Sie, dass die von der Menge aller kompakten Teilmen-
gen von R™ erzeugte o-Algebra auf R™ mit der Borel-o-Algebra auf R™
iibereinstimmt.

Lésungshinweise.

1. Wir zeigen zunichst, dass Schnitte von o-Algebren wieder o-Algebren
sind:
Sei I eine Menge und {A; | ¢ € I'} eine Menge von o-Algebren auf 2, dann
ist auch A := (1, A; eine o-Algebra auf Q, denn:
(a) Da € in jedem A; enthalten ist, ist es auch in A enthalten.

(b) Ist W € A, so gilt auch W € A, fiir alle ¢ € I. Damit folgt Q\W € A;
fiir alle ¢ € I und daher Q \ W € A. Analog schliefit man, dass A
unter abzéhlbaren Vereinigungen abgeschlossen ist.

Da Pot () eine o-Algbra ist, die T enthiilt, ist nach dem gerade gezeigten
o(T) = ﬂ{A ’ A ist eine o-Algebra auf Q mit T' C A}

eine o-Algebra auf Q, die T enthélt. Aus der Definition von o(T) folgt
fiir alle o-Algebren B auf Q, die T enthalten, bereits o(T) C B, also die
gesuchte Minimalitét.

2. — Die Elemente von T sind abgeschlossen, liegen als Komplemente von
offenen Mengen also in B(R™). Damit folgt o(T") C B(R").

— Es gilt fiir alle a,b € R™ mit a; < b; fiir alle ¢ € {1,...,n}, dass
(al,b1) X X (an,bn)

- bl—al bl—al bn—an bn
- U [alJFW’bl 2-m}>< X{a”’L yom T g

mENs o

— Nach Definition der Produkttopologie gibt es fiir alle offenen Mengen
U C R" eine Funktion ¢: U — R"™ mit

U= U (1 —e1(x),m1 +e1(x)) X -+ X (@n — 0 (), Ty + 0 (7).
zcU

Da Q" dicht in R™ ist, gilt sogar

U= U (21 —e1(@), x1 +e1(2)) x - X (2n — en(@), Ty +En(w)).
zeUNQ™

— an,

-m

]



— Jede offene Teilmenge in R™ ldsst sich also als abzdhlbare Vereinigung
von Elementen aus T schreiben und ist daher Element von o(T).
Damit folgt B(R™) C o(T).

3. Da jede kompakte Teilmenge von R™ in R™ abgeschlossen ist, haben wir
wegen der Minimalitdtseigenschaft, dass die von den kompakten Teilmen-
gen erzeugte o-Algebra in der Borel-o-Algebra enthalten ist. Da die Qua-
dermengen aus Teil 2 kompakt sind, erhélt man mit der Minimalitét der
Borel-o-Algebra die umgekehrte Inklusion aus Teil 2.

Bonusaufgabe (paradox?!).
It \jou C\nooSe. an gnswec 1o
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http://i.imgur.com/qvzU4.jpg

Lésungshinweise. Das Problem bei dieser Frage ist, dass sie nicht prazise gestellt
ist — sie lisst sich auf verschiedene Arten und Weisen verstehen. Das Hauptpro-
blem hierbei ist, was unter ,,choose at random* genau zu verstehen ist.

Eine Moglichkeit, dies zu deuten ist, anzunehmen, dass die Gleichverteilung
gemeint ist, d.h. dass jede der Antwortmoglichkeiten A), B), C) und D) mit
Wahrscheinlichkeit 1/4 gew&hlt werden soll [1/3 wenn man die Antworten A)
und D) fiir die Ziehung nicht trennt]. In diesem Fall kann keine der gegebenen
Antworten richtig sein, denn die Antworten 60% bzw. 50%, werden mit Wahr-
scheinlichkeit 1/4 gezogen, die Antwort 25% mit Wahrscheinlichkeit 1/2. Also
besitzt die Frage eine richtige Antwort, ndhmlich 0, diese ist aber nicht unter
den gegebenen Antwortmoglichkeiten. [Man vergleiche dies etwa mit der Frage:
Was ist 1+1 7 A) 5 B) 7].

Eine andere Moglichkeit ist es, eine beliebige Wahrscheinlichkeitsverteilung
zuzulassen. Man konnte etwa mit Wahrscheinlichkeit 3/5 Antwort C) wéhlen
und die anderen jeweils mit Wahrscheinlichkeit 2/15, dann wére C) die richti-
ge Antwort. Analog kann man fiir die anderen Antwortmoglichkeiten vorgehen.
Zum Beispiel: Was passiert, wenn man die Antworten A) und D) mit Wahr-
scheinlichkeit 1/8, B) mit 1/2 und C) mit 1/4 zieht?

Es ist wichtig zu betonen, dass am Anfang einer konkreten, stochastischen
Problemstellung stets die Frage zu klidren ist, was in der gegebenen Situation



unter Zufall zu verstehen ist, d.h. ein Modell zu bilden. Die Antwort, die man
mathematisch auf dieser Basis berechnen kann, ist nur so legitim wie das Modell,
das man gewahlt hat.

keine Abgabe;
diese Aufgaben werden in den Ubungen am 23.-27. April 2012 besprochen



