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Aufgabe 1 (Abbildungen zwischen messbaren Riaumen). Welche der folgenden
Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (mit einem Beweis
oder Gegenbeispiel).

1. Seien Q, Q' Mengen, sei X: Q — Q' eine Abbildung, und sei S’ eine
o-Algebra auf . Dann ist {X~(A') | A’ € S’} eine o-Algebra auf €.

2. Seien (X, T) und (X', T") topologische Réume. Dann ist jede stetige Abbil-
dung X — X’ beziiglich den Borel-o-Algebren auf X bzw. X’ messbar.

Aufgabe 2 (Drei Miinzen). Es werden drei faire Miinzen (mit den Seiten ,, Kopf*“
und ,,Zahl“) geworfen. Es bezeichne p die Wahrscheinlichkeit, dass alle drei
Miinzen nach dem Wurf dieselbe Seite zeigen (d.h. alle drei zeigen ,,Kopf“ oder
alle drei zeigen ,,Zahl®).

1. Zeigen Sie, dass der nachfolgende ,,Beweis* nicht korrekt ist, indem Sie
erklaren welcher Schritt nicht korrekt ist.

Behauptung. Es ist p = 1/2.

Beweis. Von den drei geworfenen Miinzen miissen zwei dieselbe Seite
zeigen (nach dem Schubfachprinzip). Die verbleibende Miinze zeigt
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 ,Kopf* und mit Wahrscheinlichkeit 1/2
»Zahl“. Also liegt die verbleibende Miinze mit Wahrscheinlichkeit 1/2
auf derselben Seite wie die anderen beiden Miinzen, und damit er-
halten wir p = 1/2. O

2. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit p (und erklidren Sie Thr Modell).

Aufgabe 3 (Mutiple-Choice-Klausuren). Zu n € N bezeichne p,, die Wahr-
scheinlichkeit, dass bei zufilliger, gleichverteilter, Auswahl der Antworten ,,Ja“
bzw. ,Nein“ in einer Multiple-Choice-Klausur mit n Ja/Nein-Fragen mindestens
die Halfte der Fragen korrekt beantwortet wird.

1. Modellieren Sie diese Situation durch einen geeigneten Wahrscheinlich-
keitsraum. Wie lésst sich p,, in IThrem Modell ausdriicken?

2. Bestimmen Sie zu n € N die Wahrscheinlichkeit p,.

Hinweis. Verwenden Sie ein geeignetes Symmetrieargument.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Eindeutigkeitssatz fiir Mafie). Sei (€2, 5) ein messbarer Raum, sei
T C Pot(£2) ein schnitt-stabiles Erzeugendensystem der o-Algebra S, und seien
P,Q: S — [0,1] Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2, S) mit P|p = Q|r. Zeigen
Sie, dass dann P = @ folgt. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

1. Schlagen Sie in der Literatur nach, was ein Dynkin-System ist.
2. Zeigen Sie, dass
T:={AeS|P(A)=Q(A)} C Pot(Q)
ein Dynkin-System auf (2 ist.

3. Zeigen Sie, dass das beziiglich Inklusion kleinste Dynkin-System auf €2, das
das schnitt-stabile System T enthélt, mit der von T' erzeugten o-Algebra S
auf €2 iibereinstimmt.

4. Folgern Sie, dass S C T ist, und dass somit P = @ gilt.

Bonusaufgabe (Das MaBproblem). Commander Blorx geht neuerdings einer
lukrativen Nebenbeschéftigung nach — er wurde als externer Berater der galak-
tischen Steuerbehérde angeheuert (Abteilung , Versicherungen, Gliicksspiel und
sonstige Wahrsagerei®).

Bei einer rein dienstlichen und zufilligen Visite im Casino Il Vita auf dem
Planet Merkur stellt Blorx fest, dass das Casino mit einem fairen unendlichen
Miinzwurf und hochstauflésender Prézision bei der Bestimmung der entspre-
chenden Wahrscheinlichkeiten wirbt.

Genauer ist im Kleingedruckten nachzulesen, dass das Casino ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB P auf (J]y{0, 1}, Pot(ITy{0,1})) verwendet, das die folgende
Eigenschaft besitzt: Fiir alle n € N und alle A C [[{0,1} ist

P(flip,(4)) = P(A),
wobei

flip,: JJ{0,1} — JJ{0.1}
N N

(@) L falls k £ n
w
FIken 1—w, falls k =n.

Commander Blorx ziickt das Auswahlaxiom, murmelt etwas von Repréisen-
tantensystemen von Aquivalenzrelationen und stellt fest, dass es in diesem Ca-
sino nicht mit rechten Dingen zugehen kann.

Bestétigen Sie dies, indem Sie mithilfe des Auswahlaxioms zeigen, dass es
ein solches Wahrscheinlichkeitsmafl P tatséchlich nicht geben kann.

Abgabe bis zum 26. April 2012, 14:00 Uhr, in die Briefkdsten



