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Aufgabe 1 (stochastische Konvergenz). Sei (Ω, S, P ) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und seien (Xn)n∈N und (Yn)n∈N Folgen reellwertiger Zufallsvariablen auf
(Ω, S, P ). Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begründen Sie jeweils kurz
Ihre Antwort.

1. Gilt Xn
stoch−→
n→∞

0 und ist (an)n∈N eine Folge in R, so folgt an ·Xn
stoch−→
n→∞

0.

2. Gilt Xn
stoch−→
n→∞

0 und Yn
stoch−→
n→∞

0, so folgt Xn + Yn
stoch−→
n→∞

0.

Aufgabe 2 (Approximation des Erwartungswerts). Sei (Xn)n∈N>0
eine sto-

chastisch unabhängige Folge von B(1, 1/2)-verteilten Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω, S, P ). Zu n ∈ N>0 sei

pn := P
( 1

n
·

n∑
k=1

Xk =
1

2

)
.

1. Zeigen Sie, dass der nachfolgende
”
Beweis“ nicht korrekt ist, indem Sie

erklären, welcher Schritt nicht korrekt ist.

Behauptung. Es gilt limn→∞ pn = 1.

Beweis. Das schwache Gesetz der großen Zahlen ist auf die Fol-
ge (Xn)n∈N>0

anwendbar und E(B(1, 1/2)) = 1/2. Inbesondere er-
halten wir somit

lim
n→∞
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m→∞

P
(∣∣∣ 1

n
·

n∑
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2

∣∣∣ < 1

m

)
= 1− lim

n→∞
lim

m→∞
P
(∣∣∣ 1

n
·

n∑
k=1

Xk −
1
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∣∣∣ ≥ 1

m

)
= 1− lim

m→∞
0

= 1.

Wegen

pn = lim
m→∞

P
(∣∣∣ 1

n
·

n∑
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Xk −
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∣∣∣ < 1

m

)
für alle n ∈ N>0 folgt die Behauptung.

2. Zeigen Sie, dass lim supn→∞ pn < 1.

Aufgabe 3 (normalisierte Summen). Sei (Xn)n∈N>0 eine stochastisch unabhän-
gige Folge von Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum, deren Wahrscheinlichkeitsverteilung jeweils die diskrete Gleichverteilung
auf {−1, 1} ist. Zu n ∈ N>0 sei Sn := 1/n ·

∑n
k=1 Xk.

1. Sei n ∈ N>0. Zeigen Sie, dass die Verteilung von Sn durch eine Zähldichte
gegeben ist und bestimmen Sie diese.

2. Skizzieren Sie diese Zähldichten von S1, . . . , S4.

Bitte wenden



Aufgabe 4 (terminale Ereignisse). Sei (Ω, S, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und sei (Xn)n∈N eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen auf (Ω, S, P ). Be-
gründen Sie jeweils Ihre Antwort!

1. Ist {
ω ∈ Ω

∣∣ (Xn(ω))n∈N konvergiert
}

ein bezüglich (Xn)n∈N terminales Ereignis?

2. Ist {
ω ∈ Ω

∣∣ (Xn(ω))n∈N konvergiert und lim
n→∞

Xn(ω) = 1
}

ein bezüglich (Xn)n∈N terminales Ereignis?

Bonusaufgabe (harmonische Primzahlen). Die pansolare Partei für Astro- und
Numerologie kämpft für mehr Gerechtigkeit und Unabhängigkeit für natürliche
Zahlen. Insbesondere verlangt sie die Einrichtung eines Wahrscheinlichkeitsma-
ßes P auf (N,Pot(N)) mit den folgenden Eigenschaften:

– Jede Primzahl soll sich gemäß ihrer persönlichen und individuellen Fähig-
keiten entfalten können, d.h.

P (p · N) =
1

p

für alle Primzahlen p ∈ N.

– Alle Primzahlen sollen in vollkommener Freiheit agieren können, d.h. die
Familie (p · N)p∈N prim ist bezüglich P stochastisch unabhängig.

Commander Blorx zählt fix dies und das zusammen und zieht das folgende
Fazit:

”
Das ist ganz entsetzlich tragisch, aber ein solches Wahrscheinlichkeitsmaß

kann es bedauerlicherweise nicht geben.“
Wie kann Commander Blorx dies beweisen?

Abgabe bis zum 28. Juni 2012, 14:00 Uhr, in die Briefkästen


