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Aufgabe 1 (Erwartungswert und Median). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und seien X,Y : 0 — R reellwertige integrierbare Zufallsvariablen
auf (92,5, P). Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils
kurz Thre Antwort.

1. Ist E(X) = E(Y), so haben X und Y denselben Median.

2. Ist E(X) = E(Y) und haben X und Y denselben Median, so sind X
und Y identisch verteilt.

Aufgabe 2 (Mutationen). Bei einem mikrobiologischen Experiment wird ge-
zéhlt wieviele Mutationen der DNA pro Zelle auftreten; durch eine geeigne-
te statistische Auswertung wird dabei festgestellt, dass die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass tiberhaupt keine Mutation in einer Zelle auftritt, gleich 0.1 ist.

Sie konnen annehmen, dass die Anzahl der Mutationen der DNA pro Zelle
einer Poisson-Verteilung entspricht.

1. Bestimmen Sie aus den obigen Daten den Parameter dieser Poisson-Ver-
teilung und den Erwartungswert dieser Poisson-Verteilung.

2. Zeigen Sie mithilfe der Markov-Ungleichung, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass in einer Zelle mindestens 10 Mutationen auftreten, kleiner als 1/4 ist.
Ist dies eine gute Abschitzung?
Hinweis. Wir werden spéter begriinden, warum es gerechtfertigt ist, diese Si-
tuation durch eine Poisson-Verteilung zu modellieren.

Aufgabe 3 (Inklusion/Exklusion). Sei (€2,.5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
sei n € Ny und seien Ay,..., A, € S.

1. Zeigen Sie, dass der nachfolgende ,,Beweis* nicht korrekt ist, indem Sie
erkldren welcher Schritt nicht korrekt ist und ein Gegenbeispiel angeben,
das zeigt, dass die Behauptung nicht korrekt ist.

Behauptung. In obiger Situation gilt
P(A U UA)=1— [ (1-PAy).

je{1,...,n}

Beweis. Mit den Eigenschaften des Erwartungswerts erhalten wir (da die
betrachteten Funktionen offensichtlich beziiglich P integrierbar sind)

P(Ay U+ UA) = B(xaua) =BE(1= T] (1=xa))

je{1,...,n}
B - [ E(-xa)
je{l,...,n}
=1- [[ (-P@y). O
je{l,...,n}
2. Wie kann man P(A;U---UA,,) durch (P(ﬂjEJ Aj))JC{l ) ausdriicken?

Bitte wenden



Aufgabe 4 (Integration auf Wahrscheinlichkeitsrdumen). Sei X: & — R eine
reellwertige Zufallsvariable auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P).

1. Zun € N sei

n-2"—1

k
Toi= D o XX (/2 (k41)/2) " Xix | (om) s @ — R,
k=0

Zeigen Sie, dass die Folge (T}, )nen punktweise monoton wachsend ist und
punktweise gegen | X| konvergiert.

2. Zeigen Sie mithilfe der Definition von Integrierbarkeit und dem ersten Teil:
Ist X beschrinkt, so ist X beziiglich P integrierbar.

3. Sei X beziiglich P integrierbar. Ist dann X bereits P-fast iiberall be-
schrankt, d.h. gibt es ein ¢ € R mit P({|X| > ¢}) =07

4. Zeigen Sie: Ist X? beziiglich P integrierbar, so ist auch X beziiglich P
integrierbar.

Bonusaufgabe (Hohere Momente). Salbo Schleck behauptet, dass er eine re-
ellwertige Zufallsvariable X auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum mit
einer vollig neuartigen Wahrscheinlichkeitsverteilung entdeckt hat. Unter ande-
rem ist er davon iiberzeugt, dass er damit die zukiinftigen Lotto-Zahlen, die
Bewegung der Aktienmérkte und das Wetter in Lampukistan prizise vorhersa-
gen kann, und beantragt daher ein Patent auf diese Verteilung.

Die galaktische Steuerbehorde hat jedoch Zweifel an Schlecks Behauptung,
dass es sich dabei wirklich um eine bisher unbekannte Wahrscheinlichkeitsver-
teilung handelt, und schickt daher Commander Blorx ins Rennen.

Blorx mochte Schleck auf den Zahn fithlen und verlangt, mehr tiber diese
Wahrscheinlichkeitsverteilung zu erfahren. Da Schleck seine eierlegende Woll-
milchverteilung nicht im Detail preisgeben mochte, verrédt er Blorx nur die Fol-
ge (B(X"))uen

»2Moment mall“ sagt Blorx und ziickt eine altbekannte reellwertige Zufalls-
variable Y auf einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum, mit der Eigenschaft,
dass E(Y*) = E(X*) fiir alle k € N gilt. ,,Ergo“, fihrt er fort, ,sind X und Y’
identisch verteilt, und die Wahrscheinlichkeitsverteilung von X somit ein alter
Hut!“

Zeigen Sie, dass X und Y unter diesen Voraussetzungen tatséichlich identisch
verteilt sind.

Hinweis. Wenn Sie mochten konnen Sie annehmen, dass die beiden Zufallsva-
riablen nur positive Werte annehmen. Betrachten Sie dann geeignete Quotienten
von E(X*) fiir k — oo (und analog fiir Y) ...
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