Ubungen zur Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Prof. Dr. C. Loh/M. Blank Blatt 7 vom 31. Mai 2012

Aufgabe 1 (Produktmaf). Seien (21,57, P1) und (Qg, Sa, P») Wahrscheinlich-
keitsriume. Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Begriinden Sie jeweils
kurz Thre Antwort.

1. Fiir alle A S Sl ® SQ ist (Pl ® PQ)(A) = Pl(ﬂ'l(A)) . PQ(TK'Q(A)), wobei st
und 7 die entsprechenden Projektionen sind.

2. Fiir alle A1, A; € 51 ® S5 ist

(Pr® Py)(A1NAg) = (P ® P)(Ar) - (Pr @ Py)(As).

Aufgabe 2 (Produkte und Dichten).
1. Zeigen Sie, dass B(R) ® B(R) = B(R x R) ist.

2. Seien fi, fo: R — R Wahrscheinlichkeitsdichten beziiglich des Lebes-
guemafes auf R. Zeigen Sie, dass dann
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z— fi(z1) - fa(z2)
eine A\2-Wahrscheinlichkeitsdichte von (fi ® A1) @ (f2 ® A!) ist.

Aufgabe 3 (Mittlere Augenzahl). Wir betrachten eine stochastisch unabhéngi-
ge Folge von fairen Wiirfelwiirfen und werfen so lange, bis das erste Mal eine 6
fallt; wir addieren dann die Augenzahlen der Wiirfe vor der ersten 6.

1. Zeigen Sie, dass der nachfolgende ,,Beweis“ nicht korrekt ist, indem Sie
erklédren, welcher Schritt nicht korrekt ist.

Behauptung. Die erwartete Summe dieser Augenzahlen ist 15.

Beweis. Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, die die Summe dieser
Augenzahlen modelliert. Dann ist
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da der erste Wurf mit Wahrscheinlichkeit 1/6 eine 1,...,5 bzw. 6
ist und in diesen Féllen jeweils 1,...,5 bzw. 0 zur Gesamtaugenzahl
hinzuaddiert wird. Losen wir die obige Gleichung nach E(X) auf, so
erhalten wir E(X) = 15. O

E(X) =

2. Geben Sie einen korrekten Beweis dieser Behauptung (und erkldren Sie
Ihre Modellierung).

Bitte wenden



Aufgabe 4 (universelle Eigenschaft der Produkt-o-Algebra). Sei I eine (nicht-
leere) Menge und sei ((€2;, S;))ier eine Familie messbarer Rdume. Sei

(€2,5) := (H Q, ®Sz)
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der zugehorige Produktraum und (m;: Q — €;);er die entsprechende Familie
der Projektionen.

1. Zeigen Sie: Dann besitzt das Paar ((Q,S), (m)iej) die folgenden Eigen-
schaften:

(a) Fiir alle i € I ist m;: Q — Q; beziiglich S und S; messbar.

(b) Ist (€, 5’) ein messbarer Raum und ist (fi: (¥, 5") = (2, 8i)),;
eine Familie messbarer Abbildungen, so gibt es genau eine beziiglich S’
und S messbare Abbildung f: Q' — Q mit der Eigenschaft, dass fiir
alle ¢ € I gilt, dass

mof=/fi

ist.

2. Zeigen Sie auBlerdem: Ist ( ﬁ, g), (75 Q- Qi)ig) ein Paar, das auch die
obigen Eigenschaften (1a) und (1b) besitzt, so gibt es genau einen messba-
(

ren Isomorphismus (£2,5) — (€, S), der mit den jeweiligen Projektionen
vertriglich ist.

Bonusaufgabe (Eulers Formel). Nach einer Uberdosis Casino baut Comman-
der Blorx eine Zeitmaschine und reist damit in die Vergangenheit um mit Euler
iiber sein ¢ zu diskutieren. Euler schwérmt von der von ihm entdeckten Identitét

p(n) =n- H(l—%)

pEP,

fiir alle n € N5, wobei P,, die Menge aller Primteiler in N von n bezeichnet,
und ist iiberzeugt, dass Commander Blorx dariiber die Stochastik fiir einen
Augenblick vergessen kann.

Commander Blorx, der sich eigentlich auf etwas ungetriibte Algebra gefreut
hatte, ist jedoch etwas enttéduscht: ,, Wenn ich weiter Wahrscheinlichkeitstheorie
hétte machen wollen, hétte ich genausogut auch im Casino bleiben kénnen.*

Zeigen Sie, dass es tatsdchlich einen wahrscheinlichkeitstheoretischen Beweis
der obigen Identitét gibt, indem Sie zu jedem Primteiler p € N von n € Ny
das Ereignis {p,2-p,3 - p,...,n} in einem geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum
betrachten ...

Hinweis. Die Fulersche p-Funktion ¢: N — N ist wie folgt definiert: Ist n € N,
so ist ¢(n) die Anzahl der Zahlen in {1,...,n}, deren grofiter gemeinsamer Teiler
mit n gleich 1 ist.

Abgabe bis zum Freitag, den 8. Juni 2012, 10:00 Uhr, in die Briefkdsten



