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Aufgabe 1 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Seien S; und Ss zwei o-Algebren auf einer Menge 2. Ist dann auch S1N.5,
eine o-Algebra auf €27

2. Sei (92, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B € S. Gilt dann
bereits P(AU B) > P(A) + P(B)?

3. Sei A € R.p und sei X eine Exp()\)-verteilte reellwertige Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, .S, P). Was ist P(X < 1)?

4. Ist

R— R
z— - Xpo,¥3 ()

eine \!-Wahrscheinlichkeitsdichte auf (R, B(R)) ?

Lésung:
1. Ja, denn:

— Die o-Algebren S; und Sy enthalten nach Definition © und ); also gilt
Q,@ € 51 NSy,

— Sei A € SN Sy. Da S eine o-Algebra ist, gilt 2\ A € S; analog ist
Q\ AeS,. Also gilt Q\ A€ S;NSs.

— Sei (Ap)nen eine Folge in S; N Se. Dann ist insbesondere (A )nen ei-
ne Folge in der o-Algebra S1, und damit (J,,cy An € S1. Analog folgt
Unen An € S2. Also gilt |, ey An € S1.N Sa.

Daher ist S1 NSy eine o-Algebra.

[Hiufige Fehler: Manchmal wurde félschlicherweise S1NSy als {A1NAy | A €
Sy, Ag € Sy} verstanden.]

2. Nein, denn: Fiir alle Wahrscheinlichkeitsraume (€2, S, P) gilt zum Beispiel

P(Q)+P(Q)=2>1=P(Q) = P(QUQ).
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3. Wegen Px = Exp(\) gilt (nach dem Transformationssatz und der Definition
von Exp(A))

PUX <1}) = /X{Xgl} dP = /X[o,u o X dP

= /X[o,u dPx = /X[o,u d(Exp(\))

1
= / A-e M dA (z) = / Aoe N da
[0,1] 0

o]

=0

=1—c N

[Alternativ: Die ersten Gleichungen lassen sich zu P({X < 1}) = Exp((—o0, 1])
zusammenfassen. Auflerdem kann statt dem Intervall [0, 1] bzw. (0, 1] auch das
Intervall (—oo, 1] verwendet werden.]

[Hiufige Fehler: Es wurden héufig elementare Rechenfehler gemacht oder die
einzelnen Rechenschritte nicht gut begriindet.]

4. Ja, denn: Als stiickweise stetige Funktion ist f: z — 22 - X[o, %}(x) messbar

bzgl. B(R). Da f auf [0, v/3] stetig ist und auBerhalb dieses Intervalls gleich 0
ist, ist f bzgl. A integrierbar. Dabei gilt

2 1 2 1 ve 2
T X 3 (x) dA (x :/ z° dN (x :/ x“ dx
/ [07\/3]( ) (z) [0, ¥/3] (=) 0

_ [1 'x3]x:%
3
= 1.

=0

Da f keine negativen Werte annimmt, ist f also eine A'-Wahrscheinlichkeits-
dichte.

[Hiufige Fehler: In vielen Féllen wurde nur die Rechnung angegeben, aber
es wurden die anderen nétigen Eigenschaften fiir Wahrscheinlichkeitsdichten
nicht {iberpriift.]
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Aufgabe 2 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (A, )nen eine beziig-
lich P stochastisch unabhéngige Folge in S. Ist dann auch (As.,)nen
beziiglich P stochastisch unabhéngig?

2. Seien X und Y reellwertige stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen,
die auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum (€2, S, P) definiert sind. Gilt
dann bereits

P(X?4+Y*=0)=P(X=0)-PY=0)7

3. Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei A € S. Gilt dann be-
reits P(A| Q) =17

4. Seien X und Y quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen, die
auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum definiert sind. Gilt dann bereits,

dass
Cov(X,Y) =Var(X +Y)?

Losung:

1. Ja, denn: Aus der Unabhéngigkeit von (A, ),en beziiglich P folgt insbesondere
fiir jede endliche Teilmenge I C {2-n | n € N} C N, dass

p(ﬂ AZ-) =[] Pas).
iel iel
Also ist (Aa.p)nen eine beziiglich P stochastisch unabhéngige Familie.

[Hiufige Fehler: Oft wurde unsauber formuliert, welche endlichen Indexmen-
gen betrachtet werden miissen.|

2. Ja, denn: Es gilt
P(X?+Y?=0)=P{X =0}n{Y =0}) = P{X =0})- P{Y = 0}).

Dabei haben wir in der zweiten Gleichung die Unabhéngigkeit von X und Y
benutzt.
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3. Nein, denn: Man betrachte etwa den Laplaceraum ({0, 1}, Pot({0,1}), Uflo 1})
und das Ereignis {1}. Es gilt P(2) =1 > 0 und
P(ANQ) P(A)

PAIY) = —por =1 =PA) =3 #1.

[Analog fiir jedes andere Beispiel mit P(A) < 1, z.B. A =(.]
[Hiufige Fehler: Manchmal wurde kein konkretes Gegenbeispiel gegeben.]

4. Nein, denn: Fiir X =Y gilt etwa Cov(X, X) = Var(X) und Var(X + X) =
4 - Var(X). Ist daher X beispielsweise N (0, 1)-verteilt, so gilt

Cov(X,X)=Var(X)=1#4 = Var(X + X).

[Analog fiir jedes andere Beispiel mit X =Y und Var(X) > 0 und viele weitere
Beispiele. |

[Hiufige Fehler: Manchmal wurde kein konkretes Gegenbeispiel gegeben.]
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Aufgabe 3 (3+3+3+3 = 12 Punkte). Beantworten Sie die folgenden Fragen;
begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (ca. ein bis drei Sétze).

1. Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei (X,,)nen eine Folge reell-
wertiger Zufallsvariablen auf (€2, .5, P)hund sei X eine reellwertige Zu-
stoc!

fallsvariable auf (2,5, P) mit X,, — X. Konvergiert dann auch die
Folge ((X,, — X)?)nen stochastisch gegen 07

2. Sei (€2, 5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (X, )nen., €ine sto-
chastisch unabhéngige Folge identisch verteilter reellwertiger quadratin-
tegrierbarer Zufallsvariablen auf (€2, S, P) mit Var(X;) > 0. Gilt dann
bereits

% (G - B(X) =5 N(0, Var(Xy)) 7

3. Sei (€, 5, (Py)yeo) ein statistisches Modell und seien 7' und T erwar-
tungstreue Schéitzer fiir eine Abbildung 7: © — R. Ist dann auch
1/3-T +2/3-T ein erwartungstreuer Schétzer fiir 77

4. Sei (2,5, (Py)geco) ein statistisches Modell. Ist Q@ — R,w +— 0 ein
gleichméfig bester erwartungstreuer Schétzer fir © — R, ¥ —— 0 auf
diesem Modell?

Lésung:

1. Ja, denn: Sei ¢ € R+y. Da}nn gilt wegen der Monotonie der Wurzelfunktion
auf R-y und wegen X, stocd X
n—oo

0= lim P(IX, - X[ >+/z) = lim P((X, - X)? > e).

(Insbesondere existiert der letzte Grenzwert). Also konvergiert (( X, —X)?),en
stochastisch gegen 0.

[Hiufige Fehler: In einigen Féllen fehlte das Monotonieargument. Oft wurde
aus stochastischer Konvergenz filschlicherweise auf punktweise Konvergenz
geschlossen.]

2. Ja, denn: Fiir alle n € Ny setzen wir

n

D (X — E(X))

k=1

Sn 1=

4
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und

1 I < 1
Sy == —" — (X — E(X%)).
" \/ Var(Xy) "n ; Var X}, ( ( ))

Die Folge (X, )nen., erfiillt die Voraussetzungen des zentralen Grenzwertsat-

zes; mit dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass

s: -4 x,

n—oo

wobei X eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist. Damit erhalten wir

S, = \/Var X1 - S* % Var X - X
n oo

[denn: ist Y eine reellwertige Zufallsvariable und ist ¢ € R, so gilt fir al-
le z € R, dass F,..y(z) = Fy(1/c- x); alternativ kann man diese Vererbungs-
eigenschaft von Verteilungskonvergenz auch mit Hilfe der Charakterisierung
iiber schwache Konvergenz einsehen].

Aus dem Transformationsverhalten der Normalverteilungen folgt, dass die Zu-
fallsvariable y/Var X - X die Verteilung N (0, \/Vaur(Xl)2 1) = N(0, Var(X1))
besitzt.

[Hiufige Fehler: Viele haben das Wahrscheinlichkeitsmaf$ N (0,1) und die zu-
gehorige definierende A'-Wahrscheinlichkeitsdichte nicht sauber auseinander-
gehalten. Oft wurde filschlicherweise behauptet, dass man daraus, dass der
zentrale Grenzwertsatz nicht mit der betrachteten Aussage iibereinstimmt,
schlieffen kann, dass die betrachtete Aussage falsch sein muss.]

3. Ja, denn: Fiir alle ¥ € © gilt mit der Linearitéit des Erwartungswertes (insbe-
sondere existiert der erste Erwartungswert)

1 2 ~ 1 2 ~
Br,(5-T+5 T) =5 Br, (1) + 5 En,(T) =

W =
w

4. Ja, denn: Als konstante Abbildung ist die Funktion 7: Q@ — R, w —— 0
messbar und beziiglich jedem Wahrscheinlichkeitsmafl quadratintegrierbar.
Weiter gilt fiir alle ¥ € O, dass

EPﬁ (T) = 07

d.h. der Schétzer T ist erwartungstreu bzgl. 7: Q@ — R, ¢ — 0. Auflerdem
gilt Varp, (T") = 0 fiir alle ¥ € © und Varianzen sind immer nicht-negativ; also
ist T" ein gleichméfig bester Schéatzer fiir 7.
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Aufgabe 4 (5+4 + 1 = 10 Punkte).

1.
2.

Formulieren Sie das starke Gesetz der grofien Zahlen!

Definieren Sie die im starken Gesetz der groflen Zahlen auftretende Kon-
vergenzart!

Auf welchem Satz beruht der Beweis (aus der Vorlesung) des starken
Gesetzes der groflien Zahlen?

Lésung:

1.

Starkes Gesetz der groflen Zahlen: Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und sei (X,)nen., eine Folge quadratintegrierbarer paarweise unkorrelierter
reellwertiger Zufallsvariablen auf (€2, S, P). Die Folge (Var(Xy))nen., sei be-
schrankt. Dann gilt

n

1 P-fs.
— ) (X — B(Xg)) =3 0.
n —1 n— o0

[Hiufige Fehler: Manchmal wurde die Beschrianktheitsbedingung an die Vari-
anzen unsauber bzw. inkorrekt formuliert. ]

. Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (X,)nen eine Folge reell-

wertiger Zufallsvariablen auf (€2, .S, P). Die Folge (X, )nen konvergiert P-fast
sicher gegen eine reellwertige Zufallsvariable X auf (2,5, P), wenn

P({we Q] lim X,(w) = X()}) = 1

3. Der Beweis (aus der Vorlesung) beruht auf dem Lemma von Borel-Cantelli.
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Aufgabe 5 (24 4 + 4 = 10 Punkte). Wir betrachten eine unendliche Folge
von Wiirfen derselben Miinze; dabei sei angenommen, dass sich die Miinzwiirfe
nicht gegenseitig beeinflussen und dass bei der Miinze mit Wahrscheinlich-
keit p € (0,1) ,, Kopf“ fillt.

1. Modellieren Sie diese Situation geeignet. Erklaren Sie Ihr Modell und
Ihre Modellannahmen.

2. Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von p) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass in den ersten beiden Wiirfen genau einmal , Kopf* fallt.

3. Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von p) die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass in allen Wiirfen ,, Kopf* fallt.

Lésung:

1. Wir betrachten das Produktmodell [alternativ kann man natiirlich auch das
Produkt iiber N betrachten]

({0, 1}, Pot ({0, 1}), B(1,p))*">°,

d.h. wir modellieren das Problem durch ein (unendliches) Produkt von Ber-
noulli-Rdumen zum Paramter p € (0, 1). Unsere Modellannahmen sind daher,
dass wir jeden einzelnen Miinzwurf durch einen Bernoulli-Raum modellieren,
wobei wir 1 als ,, Kopf* interpretieren und annehmen, dass ,, Kopf“ in jedem
einzelnen Wurf mit (fester) Wahrscheinlichkeit p féllt.

Weiter entspricht die Verwendung des Produktes der Annahme, dass die ein-
zelnen Miinzwiirfe unabhéngig sind. [Und die Indexmenge unseres Produktes
entspricht der Aufzéhlung der einzelnen Wiirfe.]

[Alternativ kann man diese Situation zum Beispiel auch durch eine stocha-
stisch unabhéngige Folge von B(1, p)-verteilten Zufallsvariablen modellieren. ]

[Hiufige Fehler: Oft wurden nur endliche Produkte statt Produkte iiber Nsq
oder N betrachtet. Manchmal wurde dann auflerdem die Anzahl der Wiirfe,
in denen ,, Kopf* fallt, modelliert, statt die Folge der Wurfergebnisse.]

2. Seip € (0,1) und P := B(1, p)®">0. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in den
ersten beiden Wiirfen genau einmal ,,Kopf“ fallt ldsst sich in unserem Modell
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berechnen als (wobei 71 bzw. my die Projektionen auf die erste bzw. zweite
Komponente bezeichnen)

P(({m =1} n{m =0}) U ({m =0} N {m =1}))
=P({m =1}N{m=0}) + P({m =0} N {m = 1})
(die Ereignisse sind disjunkt)

= P({m =1})- P({my = 0}) + P({m = 0}) - P({my = 1})

(m und 7 unabhéngig)
=p-(L=p)+(1=p)-p
=2-p-(1-p).

[Alternativ: Da m und 7o unabhingig und B(1,p)-verteilt sind, ist m +
eine B(2,p) verteilte Zufallsvariable und es gilt

P(({’ﬂ'l :l}ﬂ{WQZO})U({Wl ZO}ﬁ{ﬂ'2=1})) ZP({ﬂ'l—l-WQ:l})
=2-p-(p—1).]

[Hiufige Fehler: Einige haben fiir diesen Teil ein anderes Modell gewéhlt als
im ersten Teil. Dabei wurden oft auch (ohne Begriindung) nur noch die ersten
beiden Wiirfe betrachtet statt der gesamten Folge.]

3. Seip e (0,1) und P := B(1,p)®">0. Dann lisst sich die gesuchte Wahrschein-
lichkeit berechnen durch

P(g{m = 1}) = nh_)rgoP(Q{m = 1}) (o-Stetigkeit von P)
= 1i_>m p" (Unabhéngigkeit der Folge (7;)ien.,)
=0.

[Es gibt viele alternative Moglichkeiten dies zu zeigen.|



Name: Matrikelnr: [ T T T [T 1] Seite 7/8

Aufgabe 6 (54 2+ 3 = 10 Punkte). Sei n € N5 ;. In einer Kiste befinden sich
n Toaster, von denen eine gewisse Anzahl d € {0,...,n} defekt sei. Aus dieser
Kiste wird zuféllig (gleichverteilt) eine Teilmenge von genau zwei Toastern
ausgewdhlt.

1. Bestimmen Sie (in Abhéngigkeit von d) die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung P; der Anzahl der defekten Toaster unter den beiden zufillig aus-
gewéahlten Toastern. Erklaren Sie dabei Thr Modell und Thre Modellan-
nahmen.

2. Die Anzahl der defekten Toaster in dieser Kiste sei unbekannt und soll
mit Hilfe einer zuféllig (gleichverteilt) ausgewihlten Teilmenge von genau
zwei Toastern geschétzt werden. Modellieren Sie diese Situation durch ein
geeignetes statistisches Modell und erklédren Sie Thr Modell.

3. Geben Sie fiir dieses statistische Modell einen erwartungstreuen Schétzer
fiir die Anzahl der defekten Toaster an (und begriinden Sie Thre Antwort).

Hinweis. Betrachten Sie ein geeignetes skalares Vielfaches der Anzahl der
defekten Toaster unter den zwei ausgewahlten Toastern . ..
Lésung:

1. Sei @ := {A C {1,...,n} | |A|] = 2}. Wir betrachten den Laplaceraum
(Q, Pot(Q), P) mit P := UZ, sowie die Zufallsvariable

Ta: (Q,Pot(R2), P) — ({0, 1,2}, Pot ({0, 1,2}))
wr— |wn{l,...,d}|

Dann induziert T, die gesuchte Verteilung auf ({0, 1,2}, Pot({0,1,2})). Wir

erhalten
5D o) —d)n—d—1)
Pr.({0}) = =22 =
Td({ }) ‘({1,2771})‘ (g) n-(n—1)
({1,.2.@})) @ d-@d-1)
P (fo1) — _ )
Td({ }) ({1"'2"”})‘ (g) n-(n—1
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Pr,({1}) =1 = Pr,({0}) — Pr,({2})
n-n—1)—m—-d)-(n—d—1)—d-(d—1)

n-(n—1)
—9. n-d—d*
n-(n—1)
d —d
{: (1) (" )}
(3)

In unserem Modell entspricht jede Zahl in {1,...,n} einem der n Toaster, wo-
bei die Elemente der Teilmenge {1, ..., d} den defekten Toastern entsprechen.
Der Modellraum beschreibt das Auswéhlen zweier Toaster iiber zweielementi-
ge Teilmengen von {1,...,n}. Die Annahme, dass jedes der Paare mit gleicher

Wahrscheinlichkeit gezogen werden soll, entspricht im Modell der Verwendung
der Gleichverteilung. Die Zufallsvariable Ty gibt schliefilich die Zahl der de-
fekten Toaster in der Stichprobe an.

[Alternativ kann man zum Beispiel als Modell direkt einen geeigneten Lapla-
ceraum verwenden und die Modellierung ohne Zufallsvariable formulieren.|

[Hiufige Fehler: Oft wurde félschlicherweise angenommen, dass man die bei-
den Toaster ohne weiteres durch unabhéngiges einzelnes Ziehen von Toastern
modellieren kann; man beachte jedoch, dass der erste und der zweite Toaster
nicht iibereinstimmen diirfen und daher eine Unabhéngigkeitsannahme ohne
weiteres nicht gerechtfertigt ist. Auflerdem wurde in einigen Féllen implizit an-
genommen, dass es einen ,ersten“ und einen “zweiten“ Toaster gibt (auch das
passt nicht ohne weiteres zur beschriebenen Situation). Viele haben versucht,
,elementar” — ohne exaktes Modell — zu argumentieren.]

2. Wir modellieren das Problem (unter Verwendung der Notation aus Aufgaben-
teil 1) durch das statistische Modell

({Oa 1a 2}7 POt({Oa 1a 2})’ (PTd)dE{O,...,n})'

Als Werte fiir die Anzahl d der defekten Toaster werden nun alle Elemente
von {0, ...,n} betrachtet, die Modellierung der Wahrscheinlichkeitsriume fiir
ein bestimmtes d erfolgt wie in Aufgabenteil 1.

[Hiufige Fehler: Viele haben fiir diesen Teil ein Modell gewihlt, das nichts
mit dem gewiihlten Modell aus dem ersten Teil zu tun hat(!).]
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3. Wir definieren einen Schiitzer durch die messbare (!) Abbildung

T: ({0,1,2}, Pot({0,1,2})) — (R, B(R))

Y
w w- .
2

Fiir jedes d € {0,...,n} ist T beziiglich Pr, integrierbar (es ist {0,1,2} eine
endliche Menge) und es gilt

By (1) =1 (QZEZ:% i1 27-;1&7571__1;1)) )

Also ist T ein erwartungstreuer Schétzer fiir die Anzahl d der defekten Toaster.

[Hiufige Fehler: Auch hier wurde oft ein weiteres Modell eingefiihrt — statt
das aus dem ersten/zweiten Teil weiterzuverwenden. Viele der betrachteten
Funktionen waren nicht wohldefiniert (da in der Definition der unbekannte
Parameter verwendet wurde).]
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Aufgabe 7 (6 Punkte). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
X:Q — N eine (N,Pot(N))-wertige Zufallsvariable auf (2,5, P), fiir die
P(X =mn) > 0 fir alle n € N gilt. Aulerdem gelte fiir alle n, k € N, dass

PX>k+n|X>n)=PX >k).
Zeigen Sie, dass Py eine geometrische Verteilung ist.
Lésung: Sei q := P(X > 1). Nach Voraussetzung ist g = P(X > 1) > P(X =1) >0
und ¢ =1 — P(X =0) < 1, und es gilt fiir jedes n € N, dass
g=P(X>n+1|X >n).
Damit folgt (da P(X >n) > 0)

P(X>n+1)
P(X >n)
=P(X>n+1|X>n) P(X>n)

=q-P(X=n)

P(X>n+1)= -P(X >n)

fiir alle n € N und induktiv erhalten wir
P(X =n)=q"
fiir alle n € N. Also gilt fiir alle n € N, dass
P(X=n)=P(X>n)-P(X>n+1)=¢"—¢"" =¢"- (1-q).

Somit ist X geometrisch verteilt zum Paramter 1—¢ [d.h. zum Parameter P(X = 0)].

[Hiufige Fehler: Die Exponentialverteilung wird durch Gedéchtnislosigkeit auf
(R, B(R)) charakterisiert, nicht auf (N, Pot(N))(!). In einigen Féllen wurde die zu zei-
gende Implikation mit ihrer Umkehrung verwechselt. Fast alle, die im Prinzip einen
korrekten Beweis gegeben haben, haben nicht argumentiert, warum der angegebene
Parameter tatséchlich in (0, 1) liegt.]



