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-1 Literaturhinweise

Die folgenden Listen enthalten eine kleine Auswahl an Literatur zur Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik.

Maftheorie
[1] H. Bauer. Maf- und Integrationstheorie, De Gruyter, zweite Auflage, 1992.
[2] J.L. Doob. Measure Theory, Springer, 1994.
[3] T. Tao. An Introduction to Measure Theory, AMS, 2001.

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik
Manche dieser Biicher enthalten auch die notigen Aspekte der Mafitheorie.

[4] H.-O. Georgii. Stochastik: Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Sta-
tistik, De Gruyter, vierte Auflage, 2009.

[5] A. Klenke. Wahrscheinlichkeitstheorie, Springer, zweite Auflage, 2008.
[6] D. Meintrup, S. Schiffler. Stochastik: Theorie und Anwendungen, Springer, 2005.

...und viele weitere Biicher; je nach eigenen Vorlieben werden Thnen manche
Biicher besser gefallen als andere.

Weiterfiihrende Literatur

[7] J. Havil. Nonplussed!: Mathematical Proof of Implausible Ideas, Princeton Uni-
versity Press, 2010.

[8] D. Huff, I. Geis. How to Lie with Statistics. W W Norton & Co, 1993.
[9] L. Gonick, W. Smith. Cartoon Guide to Statistics, Collins Reference, 1993.



0 Einfiihrung

Diese Vorlesung gibt eine Einfithrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik;
dabei handelt es sich um Gebiete der praktischen Mathematik, d.h. diese Gebiete
bestehen jeweils aus dem Ubergang von Situationen der Praxis zu einem geeigneten
mathematischen Modell, einem stringenten mathematischen Anteil und der Interpre-
tation der Aussagen iiber diese Modelle in der praktischen Situation.

Caveat 0.1. ,Schlechte* Modellbildung fiihrt dazu, dass korrekte Resultate iiber das
entsprechende mathematische Modell keine addquate Aussage iiber das urspriingliche
Problem liefern.

— Wahrscheinlichkeitstheorie: Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Lehre vom Zufall.
Mathematisch basiert Wahrscheinlichkeitstheorie auf den Formalismen der Maf-
theorie (jedoch mit einem etwas anderen Blickwinkel).

Typische Fragestellungen sind: Mit welcher ,, Wahrscheinlichkeit® tritt ein gewis-
ses , Ereignis“ ein? Welches von zwei gegebenen , Ereignissen® ist ,, wahrscheinli-
cher®?
Anwendungen hat die Wahrscheinlichkeitstheorie zum Beispiel in folgenden Ge-
bieten:

— Gliicksspiel

— Finanzmathematik

— Quantenmechanik

— Reine Mathematik (probabilistische Methode, messbare Gruppentheorie)

— Statistik: In der Statistik werden Methoden zum Umgang mit Daten untersucht.
Insbesondere wird in der mathematischen Statistik versucht, von Beobachtungen
auf unterliegende GesetzmiBigkeiten zu schlieBen. Die Grundlage dafiir liefert
die Wahrscheinlichkeitstheorie.

Die deskriptive Statistik hingegen befasst sich mit der Beschreibung und Visua-
lisierung von Daten.
Typische Fragestellungen der mathematischen Statistik sind: Mit welcher , Si-
cherheit“ sind gegebene (empirische) Daten auf eine gewisse GesetzmifBigkeit
zuriickzufithren? Mit welcher ,,Sicherheit“ kann man eine Hypothese durch ge-
wisse Daten tiberpriifen?
Anwendungen hat die mathematische Statistik zum Beispiel in folgenden Gebie-
ten:
— (experimentelle) Naturwissenschaften
— Medizin
— Vorhersagen aller Art
Wir werden uns zunichst mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Modell vertraut
machen und viele Beispiele von klassichen Verteilungen kennenlernen. Danach wer-
den wir weitere wichtige Aspekte der Wahrscheinlichkeitstheorie wie stochastische Un-
abhéngigkeit, bedingte Verteilungen und den zentralen Grenzwertsatz behandeln. Zum
Schluss werden wir uns mit den Grundlagen der Schitz- und Testtheorie befassen.



1 Das wahrscheinlichkeitstheoretische Modell —
Wahrscheinlichkeitsraume und Zufallsvariablen

Unser erstes Ziel ist es, ,,Zufall“ mathematisch mit Hilfe der Mafltheorie zu modellie-
ren. Dies fithrt zum Begriff des Wahrscheinlichkeitsraums. Auflerdem werden wir die
gebrauchliche und niitzliche Sprache der Zufallsvariablen einfithren, Kenngrofien von
Zufallsvariablen studieren und klassische Beispiele fiir Verteilungen betrachten.

1.1 Wahrscheinlichkeitsraume

Wie kann man ein Zufallsexperiment beschreiben?

— Was sind die moglichen Ergebnisse des Experiments?

— Was sind die ,,interessanten® bzw. , sinnvollen® Ereignisse des Experiments?

— Mit welcher ,, Wahrscheinlichkeit“ treten die Ereignisse ein?
Die Beschreibung von Zufallsexperimenten basierend auf diesen Fragen fiihrt ganz
natiirlich zur Modellierung mit Hilfe von Wahrscheinlichkeitsrdumen.

Definition 1.1 (messbarer Raum, o-Algebra). Ein messbarer Raum ist ein Paar (Q, 5),
wobei ) eine Menge und S eine o-Algebra auf Q ist, d.h. S C Pot(f2) erfiillt die fol-
genden Eigenschaften:

— Esist e Sund Q € S.

~ Firalle Aec Sist Q\ AeS.

— Fiir alle Folgen (A, )nen in S ist {J, oy An € S.
Hierbei bezeichnet Pot(f2) die Potenzmenge von Q.

Wie auch bei anderen Begriffen, wie zum Beispiel o-Kompaktheit oder o-Additivitét
(s.u.), bezieht sich das ,0“ auf eine Abzihlbarkeitsaussage (in diesem Fall die Abge-
schlossenheit unter hichstens abzidhlbaren Vereinigungen).

Bemerkung 1.2 (erzeugte o-Algebra). Ist Q eine Menge und T C Pot(Q), so gibt es
eine beziiglich Inklusion kleinste o-Algebra auf 2, die T" enthélt. Man nennt diese die
von T erzeugte o-Algebra auf Q und bezeichnet sie mit o(T).

Definition 1.3 (Borel-o-Algebra). Sei (X,T) ein topologischer Raum. Die von T
erzeugte o-Algebra auf X heifit Borel-o-Algebra auf X und wird mit B(X,T) oder
(falls die Topologie auf X aus dem Kontext klar ist) mit B(X) bezeichnet.

Definition 1.4 (Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeitsraum).
— Sei (2, 5) ein messbarer Raum. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, .5) ist eine
Abbildung P: S — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:
— Esist P(0) =0 und P(Q) = 1.
— o-Additivitit: Ist (A, )nen eine Folge paarweise disjunkter Mengen aus S,

So ist
P(J 4n) = P(4n).
n=0

neN



— Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (0, S, P), wobei (£2,.5) ein messbarer
Raum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2, S) ist.

Caveat 1.5 (Wahrscheinlichkeiten von (nicht-disjunkten) Vereinigungen). Ist (€2, S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und sind A, B € S nicht disjunkt, so gilt im allgemeinen
nicht, dass P(AU B) = P(A) + P(B) ist. Dies ist héufig eine Quelle von Fehlern!

Mathematisch gesehen ist die Wahrscheinlichkeitstheorie also ein Teil der Maf3theo-
rie. Allerdings ist der Blickwinkel und damit auch die Art der betrachteten Probleme
anders als in der Maf}theorie.

Die atomaren Mafle beschreiben deterministische Zufallsexperimente:

Definition 1.6 (atomares Maf}). Sei ) eine nicht-leere Menge und sei w € Q. Das
Wabhrscheinlichkeitsmaf

80 Pot(Q) — [0,1]

A 0 fallsw¢g A
1 fallswe A

auf (Q,Pot()) heiflt atomares Maf$ auf Q konzentriert in w.
Wichtig fiir die Modellierung sind auflerdem die Gleichverteilungen:

Definition 1.7 (Gleichverteilung auf endlichen Mengen). Sei Q2 eine nicht-leere, end-
liche Menge. Das Wahrscheinlichkeitsmaf

Pot(Q2) — [0, 1]

|1A]

|€2]

auf (Q,Pot()) heiflt Gleichverteilung auf Q oder Laplaceverteilung auf Q.

Ar—

Die Definition der Gleichverteilung auf endlichen Mengen lésst sich als

Zahl der giinstigen Falle
Zahl der moglichen Félle

interpretieren. Um Zé&hler und Nenner solcher Briiche zu bestimmen, verwendet man
héufig Methoden aus der Kombinatorik.

Verwendet man nicht Méchtigkeiten, sondern das Lebesgue-Maf, so erhélt man ana-
log Gleichverteilungen auf reellen Borelmengen (ein wichtiger Spezialfall ist insbeson-
dere die Borelmenge [0,1] C R):

Definition 1.8 (Gleichverteilung auf reellen Borelmengen). Sei n € N und sei A €
B(R™) mit 0 < A"(A) < oo; hierbei bezeichnet B(R™) die Borel-o-Algebra auf R™
beziiglich der Standardtopologie und A" bezeichnet das Lebesgue-Mafl auf R™. Das
Wahrscheinlichkeitsmaf




auf (A, B(A)) (wobei A C R™ mit der Teilraumtopologie versehen wird) heifit Gleich-
verteilung auf A.

Ein weiterer wichtiger Spezialfall von Wahrscheinlichkeitsrdumen ist der Fall, in
dem die Masse des Wahrscheinlichkeitsmafles auf hochstens abzahlbar vielen Punkten
konzentriert ist. Man beachte in diesem Zusammenhang, dass absolut konvergente
Reihen umgeordnet werden koénnen (ohne dass sich der Wert der Reihe dndert), und
daher die untenstehenden Reihen wohldefiniert sind.

Definition 1.9 (Zihldichte, diskreter Wahrscheinlichkeitsraum). Sei Q eine Men-
ge, sei ' C Q eine (héchstens) abzéhlbare Teilmenge und sei p: Q' — [0, 1] mit
> weq P(w) = 1. Dann ist

P: Pot() —> [0, 1]
A— > pw)

weANQY
ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Q,Pot(2)) und p ist eine Zdhldichte fir P. Wahr-
scheinlichkeitsmafle dieser Form heiflen diskrete Wahrscheinlichkeitsmafle und die zu-
gehorigen Wahrscheinlichkeitsriume heiflen diskrete Wahrscheinlichkeitsraume.

Wir werden Z&hldichten spéater noch in einen allgemeineren Kontext von Dichten
einordnen (Abschnitt 1.4.3).

Caveat 1.10 (MaBproblem). Im allgemeinen ist die Potenzmenge des Ergebnisraums
»zu grof“ um , verniinftige* Wahrscheinlichkeitsmafle zuzulassen (unter Annahme des
Auswahlaxioms). Dies ist verwandt mit der Tatsache, dass (unter Annahme des Aus-
wahlaxioms) das Lebesgue-Maf} auf R nicht auf Pot(R) fortgesetzt werden kann. Daher
ist es unerlésslich die Stufe der o-Algebren mit in den Formalismus aufzunehmen.

Notation 1.11 (fast nie, fast sicher). In der Wahrscheinlichkeitstheorie wir die fol-
gende Sprechweise verwendet: Sei dazu (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
sei A € S.

— Das Ereignis A tritt (P-)fast nie ein, falls P(A) = 0.

— Das Ereignis A tritt (P-)fast sicher ein, falls P(A) = 1.
Man beachte, dass im ersten Fall im allgemeinen nicht A = () und im zweiten Fall im
allgemeinen nicht A = Q gilt.

Der folgende Satz liefert ein niitzliches Kriterium um Wahrscheinlichkeitsmafle auf
einem gemeinsamen messbaren Raum zu vergleichen:

Satz 1.12 (Eindeutigkeitssatz fiir Wahrscheinlichkeitsmafe). Sei (2,.5) ein messbarer

Raum, sei T C S ein schnitt-stabiles Erzeugendensystem der o-Algebra S und seien

P,Q: S — [0,1] Wahrscheinlichkeitsmafle auf (2,S) mit Plr = Q|r. Dann folgt
P=qQ.

Dabei heiit T C Pot(2) schnitt-stabil, wenn fiir alle A, B € T auch AN B € T gilt.
Der Beweis des Eindeutigkeitssatzes verwendet sogenannte Dynkin-Systeme.



1.2 Zufallsvariablen

Eine mathematische Theorie (,,Kategorie“) besteht aus einer geeigneten Klasse von
Objekten (in unserem Fall: messbare Ridume bzw. Wahrscheinlichkeitsrdume) und
strukturerhaltenden Morphismen zwischen diesen Objekten (in unserem Fall: messbare
Abbildungen bzw. sogenannte Zufallsvariablen).

Auch in der Modellierung ergibt sich der Bedarf nach solchen strukturerhaltenden
Abbildungen; im Beispiel der Wahrscheinlichkeitstheorie stehen dabei insbesondere die
folgenden Aspekte im Vordergrund:

— Manchmal interessiert nur ein gewisser Aspekt eines Modells und nicht das ge-
samte Zufallsexperiment. Man sucht also ein geeignetes Abstraktionswerkzeug in
der Modellierung, das es erlaubt, Information zu filtern und neu zu kombinieren.

— Auflerdem mochte man manchmal {iber , Variablen“ mit ,zufilligen Werten*
sprechen.

Beide Aspekte konnen mit sogenannten Zufallsvariablen umgesetzt werden.

Definition 1.13 (messbare Abbildung, Zufallsvariable).

— Seien (€2, 5) und (£, 5’) messbare Rdume. Eine Abbildung X: Q@ — Q' heifit
(beziiglich S und S’) messbar, falls Urbilder messbarer Mengen unter X messbar
sind, d.h. falls

Vaesr X '(A)es.

— Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (£',.5) ein messbarer Raum.
Eine (', 5")-wertige Zufallsvariable auf (2,5, P) ist eine (beziiglich S und S’)
messbare Abbildung  — .

Ist (©,5") = (R, B(R)), so spricht man von reellwertigen Zufallsvariablen.

Bemerkung 1.14 (stetige Abbildungen sind messbar). Seien (X,7T) und (X’,T")
topologische Réume. Dann ist jede stetige Abbildung X — X' beziiglich den Borel-
o-Algebren auf X bzw. X’ messbar.

In der Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik hat sich die folgende Notation ein-
gebiirgert, die vor allem den zweiten Aspekt von Zufallsvariablen verdeutlicht:

Notation 1.15. Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei (£, S”) ein messbarer
Raum und sei X: Q@ — Q' eine (', S")-wertige Zufallsvariable auf (2, S, P).
— Ist A’ C ¥, so schreibt man

{Xedt={weQ|Xw)eAd}=XT14A).
— Ist ¢/ € €, so schreibt man
(X=}={weQ|Xw) =} =X""({}).

Analog definiert man fiir reellwertige Zufallsvariablen X und reelle Zahlen ¢ € R die
Mengen {X <c},....



Definition 1.16 (induzierte Verteilung). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
sei (€,5") ein messbarer Raum und sei X: Q — Q' eine (€', 5)-wertige Zufallsva-
riable auf (£2, S, P). Dann ist

Px: S —[0,1]
A — P(X7H(A)) =P({X € A})

ein Wahrscheinlichkeitsma8 auf (Q',S’), die (Wahrscheinlichkeits-) Verteilung von X.

Man &ndert nun den Blickwinkel: Im Normalfall interessiert sich man sich nur fiir
die Verteilung einer Zufallsvariable, nicht aber fiir den Wahrscheinlichkeitsraum, der
den Definitionsbereich der Zufallsvariablen bildet oder die genaue Definition der Zu-
fallsvariablen.

Definition 1.17 (identisch verteilt). Seien (1,51, P1), (2,52, P;) Wahrscheinlich-
keitsrdume, sei (€2, .5) ein messbarer Raum und seien X;: Q3 — Q und Xo: Qo — Q
zwei (Q, S)-wertige Zufallsvariablen auf (Q1,S1, P1) bzw. (€3, S2, P2). Die Zufallsva-
riablen X7 und X heiflen identisch verteilt, wenn sie dasselbe Wahrscheinlichkeitsmaf}
auf (9, S) induzieren, d.h., falls (Py)x, = (P2)x,-

1.3 Verteilungsfunktionen

Wie kann man entscheiden, ob reellwertige Zufallsvariablen identisch verteilt sind?
Wir werden sehen, dass sich Verteilungen von reellwertigen Zufallsvariablen (bzw.
Wahrscheinlichkeitsmafie auf (R, B(R))) durch ihre sogenannten Verteilungsfunktio-
nen charakterisieren lassen. Verteilungsfunktionen werden spéter auflerdem bei der
Betrachtung von Konvergenzbegriffen eine wichtige Rollen spielen.

Definition 1.18 (Verteilungsfunktion eines reellen Wahrscheinlichkeitsmafles/einer
reellen Zufallsvariable).
— Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R, B(R)). Die Verteilungsfunktion von P
ist definiert als

Fp: R —0,1]
x — P((—o0,2]).
— Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X: @ — R eine reellwer-

tige Zufallsvariable auf (Q, S, P). Die Verteilungsfunktion von X ist definiert
als FX = FPX:R—> [071]

Caveat 1.19. Im allgemeinen lassen sich Verteilungsfunktionen nicht explizit in ge-
schlossener Form durch elementare Funktionen darstellen.

Proposition 1.20 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Sei P ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf (R, B(R)). Dann gilt:
1. Die Verteilungsfunktion Fp von P ist monoton wachsend.



2. Die Funktion Fp ist rechtsseitig stetig, d.h. fir alle x € R st

Fp(x) = lim  Fp(2).

[z,00)32z—=x
3. FEs gilt (und insbesondere existieren diese Grenzwerte)

lim Fp(z)=0 wund lim Fp(z)=1.
T——00 T—00
4. Fiir alle x € R gilt: Die Funktion Fp ist genau dann in x stetig, wenn P({z}) =0
15t.

Der Beweis beruht auf der o-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen:

Lemma 1.21 (o-Stetigkeit von Wahrscheinlichkeitsmaflen). Sei (2,5, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum.
1. Sei (An)nen eine monoton wachsende Folge in S (d.h. fir alle n € N ist A,, C
Ant1). Dann gilt

P(U An) — lim P(A,).

n—oo
neN

2. Sei (An)nen eine monoton fallende Folge in S. Dann gilt

P(ﬂ An> — lim P(A,).

n—oo
neN

Man &ndert nun die Perspektive und fiihrt den folgenden Abstraktionsschritt durch:
Man verwendet die ersten drei Eigenschaften von Proposition 1.20 als Definition fiir
eine Klasse von Funktionen:

Definition 1.22 (reelle Verteilungsfunktion). Eine reelle Verteilungsfunktion ist eine
monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion F': R — [0, 1] mit
lim F(z)=0 und lim F(z)=1.
r—r— 00 Tr—r0o0

Der folgende Satz liefert die gewiinschte Charakterisierung von Verteilungen reell-
wertiger Zufallsvariablen durch ihre Verteilungsfunktion:

Satz 1.23 (Korrespondenzsatz fiir Verteilungsfunktionen).
1. Ist F: R — [0, 1] eine reelle Verteilungsfunktion, so gibt es ein Wahrscheinlich-
keitsmaf Ap auf (R, B(R)) mit F)\, = F, das sogenannte Lebesgue-Stieltjes-Maf}
zu F'.
2. Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B(R)), so ist P = Ap,.

Die Konstruktion des Lebesgue-Stieltjes-Mafles erfolgt analog zur Konstruktion des
Lebesgue-Mafles. Die Eindeutigkeitsaussage beruht auf dem FEindeutigkeitssatz fiir
Wahrscheinlichkeitsmafle (Satz 1.12).

Korollar 1.24. Insbesondere sind reellwertige Zufallsvariablen genau dann identisch
verteilt, wenn sie dieselbe Verteilungsfunktion besitzen.



Welche Rolle spielen Verteilungsfunktionen in den Anwendungen? Zum Beispiel be-
trachtet man in der Statistik unter anderem den Begriff des Medians bzw. allgemeiner
der Quantile.

Definition 1.25 (Quantil). Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf§ auf (R, B(R)) und
sei p € (0,1). Dann ist
inf{z €R | Fp(z) > p} €R

das p-Quantil von P. Analog definiert man Quantile fiir reellwertige Zufallsvariablen
als die Quantile ihrer Verteilung.

Bemerkung 1.26. Sei (12,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei X:  — R eine
reellwertige Zufallsvariable auf (12,5, P), sei p € (0,1) und sei , € R das p-Quantil
von X. Dann gilt

Px(X <xp) = Fx(xp) 2 p

und fiir alle ¢ € Ry ist
Px(X <z,—¢)=Fx(z, —¢€) <p.

Ein wichtiger Spezialfall ist das 1/2-Quantil, das eine zentrale Kenngrofie bei der
Darstellung von Daten bzw. Verteilungen ist:

Definition 1.27 (Median). Sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann heifit das
1/2-Quantil von X auch Median von X.

1.4 Exkurs: Integration auf Wahrscheinlichkeitsrdumen

Da viele wichtige Kenngréfien von reellwertigen Zufallsvariablen (z.B. Erwartungswert
und Varianz) auf Integration beruhen, stellen wir im folgenden die Grundlagen der
Integration auf Wahrscheinlichkeitsriumen zusammen. Details und Beweise finden sich
in allen Biichern zu Maf- und Integrationstheorie.

Analog zur Konstruktion des Lebesgue-Integrals auf (R™, B(R™)) aus dem Lebesgue-
MaB auf (R™, B(R™)) kann man zu jedem Mafiraum einen zugehorigen Integralbegriff
fiir geeignete reellwertige Funktionen definieren.

Wir werden diese Konstruktion fiir Wahrscheinlichkeitsrdume skizzieren (da dies
technisch ein bisschen einfacher ist als fiir allgemeine Mafirdume) und die fiir die An-
wendungen wichtigsten Sétze zusammenstellen.

1.4.1 Skizze der Konstruktion des Integrals auf Wahrscheinlichkeitsrdumen

Wie im Fall des Lebesgue-Integrals definiert man zunéchst eine geeignete Klasse von
Treppenfunktionen und ein Integral fiir diese Treppenfunktionen. Dieses Integral wird
dann in einem weiteren Schritt durch Grenzwertbildung auf eine geeignete Klasse
messbarer Funktionen erweitert.

Im folgenden sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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Treppenfunktionen.
— Ist A C Q, so schreiben wir

XAZQ—>R

" 0 fallsw ¢ A,
1 fallswe A

fiir die charakteristische Funktion zu A auf Q. Man beachte, dass x4 genau dann
beziiglich S und B(R) messbar ist, wenn A € S ist.
— Der Raum der Treppenfunktionen auf (€, S, P) ist definiert als

k
T(, S, P) = {Zaj.XAj (keN, ar,...,ax €R, Ay,... Ay es}.
j=1

— AuBlerdem schreiben wir

k
TZO(Q7 S, P) = {Z Qaj " XA,

j=1

kJGN, al,...,akERzo, Al,...,AkES}.

Integration von Treppenfunktionen. Das Integral fiir Treppenfunktionen auf (Q,S, P)
ist definiert durch

/~dP:T(Q,S,P)—>R

k k
D ajoxa, — Y a; P(4));
j=1 Jj=1

man kann zeigen, dass dies tatséchlich wohldefiniert ist (d.h., dass der Wert des Inte-
grals nicht von der gewédhlten Zerlegung einer Treppenfunktion in messbare , Stufen®
abhéngt).

Fortsetzung des Integrals.

— Sei X: Q — Rsq beziiglich S und B(R>¢) C B(R) messbar. Dann ist X
beziiglich P integrierbar, falls es eine Folge (T, )nen in T>0(£, S, P) von Trep-
penfunktionen gibt, die punktweise monoton wachsend ist, punktweise gegen f
konvergiert, und fiir die aulerdem der Grenzwert lim,,_, f T, dP in R existiert.
Dann heifit

/XdP:: lim [ X,dPeR

n—oo

Integral von X beziiglich P; man kann zeigen, dass dies tatsédchlich wohldefiniert
ist (d.h., dass der Wert des Integrals nicht von der gewéhlten approximierenden
Folge von Treppenfunktionen abhéngt).

— Sei X: Q — R beziiglich S und B(R) messbar. Dann ist X beziiglich P inte-
grierbar, falls

Xy :=max(X,0) und X_ :=—min(X,0)
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im obigen Sinne beziiglich P integrierbar sind. In diesem Fall ist

/XdP::/X+dP—/X_dPeR

das Integral von X beziiglich P. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass eine messba-
re Funktion X: @ — R genau dann beziiglich P integrierbar ist, wenn |X|
beziiglich P integrierbar ist.

— Auflerdem verwenden wir die folgende Notation: Ist A € S, ist X: Q — R
messbar und ist X - x4 beziiglich P integrierbar, so schreiben wir auch

/XdP::/X-XAdP.
A

Caveat 1.28 (Integrierbarkeit und Beschrénktheit). Auf einem Wahrscheinlichkeits-
raum sind alle messbaren und (fast iiberall) beschrinkten Funktionen integrierbar.
(Auf allgemeinen Mafirdumen ist dies im allgemeinen nicht wahr!)

Umgekehrt ist nicht jede auf einem Wahrscheinlichkeitsraum integrierbare Funktion
(fast iiberall) beschrankt!

Vom Blickwinkel der Funktionalanalysis erhiilt man das Integral |- dP durch Ver-
vollsténdigung von T'(2, S, P) beziiglich der durch das Integral von Treppenfunktionen
gegebenen Halbnorm | - ||; und durch stetige, lineare Fortsetzung des Integrals von
Treppenfunktionen auf diese Vervollstindigung.

1.4.2 Wichtige Eigenschaften des Integrals

Analog zum Lebesgue-Integral auf (R™, B(R™)) erhalten wir fiir die von Wahrschein-
lichkeitsmaflen induzierten Integrale die folgenden Eigenschaften/Sétze:
— Positivitat des Integrals
— Linearitét des Integrals
Satz von der monotonen Konvergenz
— Satz von der dominierten Konvergenz
— Transformationssatz
— Satz von Fubini.
Wir geben nun exakte Formulierungen dieser Sétze an:

Satz 1.29 (Positivitit des Integrals). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
sei X: 0 — Ry>q beziiglich P integrierbar.

1. Dann ist fXdP > 0.

2. Es gilt genau dann [ X dP =0, wenn P({X =0}) =1 ist.

Satz 1.30 (Linearitdt des Integrals). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, seien
X,Y: Q — R beziiglich P integrierbar und seien a,b € R. Dann ist auch

a-X+b-Y:Q—R
wr—a-Xw)+b-Y(w)
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beziiglich P integrierbar und es gilt
/(a~X+b-Y)dP:a~/XdP+b-/YdP.

Aus der Positivitdt und der Linearitéit des Integrals folgt die Monotonie des Integrals:

Korollar 1.31 (Monotonie des Integrals). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und seien X,Y : Q — R beziiglich P integrierbar.
1. Ist X <Y (punktweise), so ist

/Xdpg /de.
)/Xdp‘ §/|X|dP.

Die néchsten beiden Sitze sind die zentralen Konvergenzsitze fiir Integrale, die
hinreichende Kriterien dafiir angeben, wann (punktweise) Grenzwerte und Integrale
miteinander vertraglich sind:

2. Es gilt

Satz 1.32 (monotone Konvergenz). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei
(X )nen eine Folge beziiglich P integrierbarer Funktionen Q@ — R, die punktweise
monoton wachsend ist, mit der Figenschaft, dass die Menge {f X,dP|neN}CR
beschrankt ist.

Dann existiert eine beziiglich S und B(R) messbare Funktion X : Q — R, fiir die P-
fast diberall X = lim,,_,o X, gilt (punktweise); diese Funktion X ist dann beziiglich P
integrierbar und es gilt

Satz 1.33 (dominierte Konvergenz). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei
(X, )nen eine Folge beziiglich P integrierbarer Funktionen, die P-fast iiberall (punkt-
weise) gegen eine (beziglich S und B(R) messbare) Funktion X : Q@ — R konvergiert.
Auflerdem gebe es eine beziiglich P integrierbare Funktion Y : Q) — R mit

vnEN |Xn‘ S Y.

Dann ist auch X beziiglich P integrierbar und es gilt

Mithilfe des Transformationssatzes kénnen wir Integration beziiglich induzierten
Verteilungen beschreiben:

Satz 1.34 (Transformationssatz). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
(V,S") ein messbarer Raum. Sei X: Q — Q' eine (', 5")-wertige Zufallsvariable
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auf (2,5, P) und sei Y: Q' — R eine beziiglich S und B(R) messbare Abbildung.
Dann istY genau dann beztiglich Px integrierbar, wenn Y o X beziiglich P integrierbar

ist, und in diesem Fall gilt
/YdPX :/YonP.

Der Satz von Fubini erlaubt es, Integrale auf Produktrdumen (Definition 2.9, Satz 2.13)
durch iterierte Integrale auszudriicken:

Satz 1.35 (Satz von Fubini). Seien (1,51, P1) und (Q2,S2, Py) Wahrscheinlich-
keitsrdume und sei X : Q1 x Qo — R beziiglich S1 ® So und B(R) messbar. Dann
ist X genau dann beziiglich Py @ Py integrierbar, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
— Fiir Pi-fast alle wy € Q) ist
QQ — R
we — X (w1, ws)

beztiglich Ps integrierbar,
- und

Ql—>R

wy — /X(wl,wg) dPs(ws9)

ist beziiglich Py integrierbar.
In diesem Fall gilt

/Xd(P1 ® Pg) = //X(CUl,LUQ) dPQ(wg) dPl(wl).
(Analog gilt dies auch fiir die andere Reihenfolge der Faktoren.)

1.4.3 Integration beziiglich Wahrscheinlichkeitsmafien, die durch Dichten gegeben
sind

Im Spezialfall der diskreten Wahrscheinlichkeitsrdume hat das Integral die folgende
Gestalt:

Satz 1.36 (Integration auf diskreten Wahrscheinlichkeitsrdumen). Sei (€2, Pot(§2), P)
ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, wobei P durch die Zihldichte p: & — [0, 1]
gegeben sei (und ' C Q héchstens abzihlbar ist). Eine Funktion X : Q — R ist genau
dann beziiglich P integrierbar, wenn die Reihe ) | X (w)]-p(w) konvergiert, und in
diesem Fall ist

/XdP = X(w) pw).

wey
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Man beachte, dass im obigen Satz die Reihenfolge der Summation in den betrach-
teten Reihen keine Rolle spielt, da es sich um absolute Konvergenz bzw. Werte von
absolut konvergente Reihen handelt.

Etwas allgemeiner gilt der obige Satz fiir Wahrscheinlichkeitsmafle, die durch soge-
nannte Dichten gegeben sind:

Definition 1.37 (Wahrscheinlichkeitsdichte). Sei (€, .5, 1) ein Mafiraum (nicht not-
wendig ein Wahrscheinlichkeitsraum). Eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (€2, S, p) ist
eine p-integrierbare Funktion f: O — R>¢ mit

/fduzl.

Die wichtigsten Fiille fiir uns sind, dass die Dichten auf N mit dem Zdhlmaf (dies
sind die uns bereits bekannten Z#hldichten) bzw. auf (R™, B(R™)) mit dem Lebesgue-
Maf definiert sind.

Proposition 1.38 (von einer Dichte induziertes Wahrscheinlichkeitsmaf). Sei (€2, S, u)
ein Mafraum (nicht notwendig ein Wahrscheinlichkeitsraum) und sei f: Q@ — R
eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (Q, S, u). Dann ist

fou: S—10,1]

AH/Afdu:/fXAdu

ein. Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2,5), das von der Wahrscheinlichkeitsdichte f be-
ziiglich p induzierte Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2,.5).

Dies folgt aus der Monotonie, Linearitit und den Konvergenzséitzen fiir allgemei-
ne Integrale. Mit einer geeigneten maftheoretischen Induktion erhélt man fiir solche
Wahrscheinlichkeitsmafe:

Satz 1.39 (Integration beziiglich von Dichten induzierten Wahrscheinlichkeitsma-
Ben). Sei (2,5, 1) ein Mafiraum, sei f: Q@ — Rxq eine Wahrscheinlichkeitsdichte
auf (2,8, 1) und sei P := f ©® p das induzierte Wahrscheinlichkeitsmafi auf (2, S).
Dann ist eine messbare Funktion X: Q — R genau dann beziiglich P integrierbar,
wenn X - f beziiglich p integrierbar ist, und es gilt in diesem Fall

/XdP:/X~fdu.

Der Vollsténdigkeit halber erwidhnen wir noch den Satz von Radon-Nikodym, der
charakterisiert, unter welchen Bedingungen ein Wahrscheinlichkeitsmafl von einer Dich-
te beziiglich eines gegebenen Mafles induziert ist:

Satz 1.40 (Satz von Radon-Nikodym). Sei (€, S, P) ein Mafiraum, wobei y ein soge-
nanntes o-endliches Maf ist, und sei P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (2, S). Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gilt P < p, d.h. fir alle A € S mit p(A) =0 ist auch P(A) = 0.

2. Es gibt eine Wahrscheinlichkeitsdichte f: Q@ — R auf (2, S, P) mit P = fou.
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1.5 Erwartungswert und Varianz

Wir fiihren nun wichtige Kenngroflen von reellwertigen Zufallsvariablen ein: Erwar-
tungswert (eine Verallgemeinerung des Mittelwerts) und Varianz (eng verwandt mit
der Standardabweichung). Vom mafltheoretischen Standpunkt aus handelt es sich hier-
bei um Groéflen, die man per Integration aus reellwertigen Zufallsvariablen erhélt.

1.5.1 Erwartungswert

Der Erwartungswert ist eine Verallgemeinerung des arithmetischen Mittels einer end-
lichen Folge reeller Zahlen; die Mittelung geschieht per Integration iiber das entspre-
chende Wahrscheinlichkeitsmafl; d.h. die Funktionswerte werden gemifl dem Wahr-
scheinlichkeitsmaf ,, gewichtet” und ,,aufsummiert*.

Definition 1.41 (Erwartungswert). Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei
X: Q — R eine beziiglich P integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, S, P).
Dann bezeichnet man

E(X):= / X dP
als Erwartungswert von X.

Mithilfe des Transformationssatzes sieht man, dass der Erwartungswert einer inte-
grierbaren reellwertigen Zufallsvariable nur von ihrer Verteilung abhingt, und man
spricht daher auch oft vom Erwartungswert dieser Verteilung (statt vom Erwartungs-
wert der Zufallsvariablen).

Mit den Sétzen 1.36 und 1.39 kénnen wir auflerdem Integrierbarkeit und Erwartungs-
wert reformulieren, wenn das Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Definitionsbereich der
Zufallsvariablen durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte gegeben ist.

Aus den grundlegenden Eigenschaften des Integrals erhalten wir die entsprechenden
Eigenschaften des Erwartungswerts:

Proposition 1.42 (grundlegende Eigenschaften des Erwartungswerts). Sei (2, .S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y : Q@ — R beziiglich P integrierbare reell-
wertige Zufallsvariablen auf (Q,S, P).
1. Monotonie. Ist X <Y, so ist E(X) < E(Y). Auflerdem ist |E(X)| < E(|X]).
2. Linearitédt. Sind a,b € R, so ist auch a - X +b-Y beziiglich P integrierbar und

Ea@a-X+b-Y)=a-E(X)+b-EY).
3. Normierung. Fs gilt E(1) = 1.

Analog kénnen wir natiirlich auch alle weiteren Sétze {iber Integration in Sétze iiber
Erwartungswerte iibersetzen (insbesondere die Konvergenzsitze).

Proposition 1.43 (Markov-Ungleichung). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
sei X : Q — R eine beziiglich P integrierbare reellwertige Zufallsvariable auf (2, S, P),
und sei ¢ € Ryg. Dann gilt

P(IX[ = ¢) < = E(|X]).
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Man beachte jedoch, dass die Abschitzung aus der Markov-Ungleichung im allge-
meinen sehr grob ist (da nur der Erwartungswert, aber nicht die Verteilung eingeht).

Mithilfe von Erwartungswerten konnen wir auflerdem eine wichtige Eigenschaft des
Medians formulieren:

Proposition 1.44 (der Median minimiert die absolute Abweichung). Sei (2,5, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum, sei X : @ — R eine beziiglich P integrierbare reellwertige
Zufallsvariable auf (2, S, P) und seim € R der Median von X . Dann gilt fir allea € R,
dass

E(|X —m|) < E(|X —al).

1.5.2 Varianz

Der Erwartungswert einer reellwertigen Zufallsvariable ist eine sehr grobe Kenngrofie:
Zufallsvariablen konnen denselben Erwartungswert besitzen und trotzdem sehr unter-
schiedliche Verteilungen haben. Daher fithrt man weitere Kenngrofien ein, die messen,
wie stark sich eine reelle Wahrscheinlichkeitsverteilung um ihren Erwartungswert kon-
zentriert; dies geschieht durch Integration héherer Potenzen von Zufallsvariablen. Ein
Beispiel ist die Varianz, die die quadratische Abweichung vom Erwartungswert misst.

Bemerkung 1.45 (Quadratintegrierbarkeit impliziert Integrierbarkeit). Sei (2, .S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X: £ — R eine reellwertige Zufallsvariable
auf (Q, S, P). Ist X beziiglich P quadratintegrierbar (d.h. ist X? beziiglich P inte-
grierbar), so ist auch X beziiglich P integrierbar. Insbesondere gilt: Ist X? beziiglich P
integrierbar, so auch (X — E(X))2.
Man beachte jedoch, dass
— integrierbare Zufallsvariablen im allgemeinen nicht quadratintegrierbar sind, und
dass
— auf allgemeinen Mafliriumen quadratintegrierbare Funktionen im allgemeinen
nicht integrierbar sind.

Definition 1.46 (Varianz, Standardabweichung). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum und sei X: 2 — R eine quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariable
auf (0,5, P).

— Die Varianz von X ist

Var(X) = E((X — BE(X))?) € Rxo.
— Die Standardabweichung von X ist

o(X) :=+/Var(X).

Mithilfe des Transformationssatzes kann man zeigen, dass die Varianz/Standardab-
weichung einer quadratintegrierbaren reellwertige Zufallsvariable nur von ihrer Vertei-
lung abhingt, und man spricht daher auch oft von der Varianz/Standardabweichung
dieser Verteilung (statt von der Varianz/Standardabweichung der Zufallsvariablen).

Manchmal ist es einfacher, die Varianz iiber die folgende Darstellung zu berechnen:
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Proposition 1.47 (alternative Darstellung der Varianz). Sei X eine quadratintegrier-
bare reellwertige Zufallsvariable. Dann gilt

Var(X) = E(X?) — (E(X))>.

Analog zum Erwartungswert lassen sich natiirlich auch Quadratintegrierbarkeit und
Varianz/Standardabweichung beziiglich durch Dichten gegebene Wahrscheinlichkeits-
mafe mithilfe der Sétze 1.36 und 1.39 reformulieren.

Proposition 1.48 (grundlegende Eigenschaft der Varianz). Sei (2, S, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und sei X : 0 — R eine quadratintegrierbare reellwertige Zufalls-
variable auf (2, S, P).
1. Charakterisierung deterministischer Zufallsvariablen. Genau dann ist Var(X) =
0, wenn X deterministisch ist (d.h. X ist P-fast iiberall konstant).
2. Affine Transformation. Fir alle a,b € R ist auch a- X +b: Q@ — R quadratin-

tegrierbar und
Var(a - X +b) = a® - Var(X).

3. Standardisierung. Ist Var(X) # 0, so ist die reellwertige Zufallsvariable

1
o(X)

(X - BX))

quadratintegrierbar und hat Erwartungswert 0 und Varianz 1.
Der Beweis des ersten Teils beruht auf der folgenden Aussage iiber Integration:

Lemma 1.49 (nicht-negative Funktionen mit verschwindendem Integral). Sei (2, S, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei X : Q0 — R eine integrierbare reellwertige Zu-
fallsvariable mit X > 0. Dann gilt genau dann [ X dP = 0, wenn P(X > 0) = 0 ist,
d.h., wenn P-fast tberall X = 0 gilt.

Caveat 1.50 (Varianz von Summen). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
seien X,Y: Q@ — R quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen auf (2, S, P).
Man kann zeigen, dass dann auch X + Y quadratintegrierbar ist, aber im allgemei-
nen lédsst sich Var(X +Y) nicht durch Var(X) und Var(Y) ausdriicken — man muss
zusétzlich verstehen, wie X und Y voneinander ,abhéngen“ (Abschnitt 2.3).

Aus der Markov-Ungleichung erhalten wir die Tschebyschev-Ungleichung;:
Proposition 1.51 (Tschebyschev-Ungleichung). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlich-

keitsraum, sei X : Q@ — R eine quadratintegrierbare reellwertige Zufallsvariable auf
(Q,S,P) und sei ¢ € Rsg. Dann ist
1
P(|X - E(X)| > c) <= - Var(X).
c

Auflerdem kénnen wir mithilfe der Varianz die folgende Eigenschaft des Erwartungs-
wertes formulieren:

18



Proposition 1.52 (der Erwartungswert minimiert die quadratische Abweichung). Sei
X eine quadratintegrierbare rellwertige Zufallsvariable. Fir alle a € R gilt dann

E((X — a)?) > Var(X),

wobei Gleichheit genau dann eintritt, wenn a = E(X) ist.

1.6 Klassische Verteilungen

Im folgenden stellen wir einige klassische Wahrscheinlichkeitsverteilungen und ihre
Kenngroflen, sowie ihre Einsatzgebiete vor; die Begriindung fiir letzteres folgt zum
Teil erst spéiter, wenn wir die notigen Hilfsmittel entwickelt haben. Weitere wichtige
Verteilungen werden wir in der Statistik kennenlernen.

Caveat 1.53 (Existenz von Erwartungswert und Varianz). Im allgemeinen existieren
Erwartungswert bzw. Varianz von Wahrscheinlichkeitsverteilungen auf (R, B(R)) nicht
unbedingt!

1.6.0 Deterministische Verteilung

— Beschreibung. Sei x € R. Die in x konzentrierte atomare Wahrscheinlichkeitsver-
teilung ¢, auf (R, B(R)) (Definition 1.6) stimmt mit der durch die Z&hldichte

{z} — [0,1]
z—1

auf (R, B(R)) gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung iiberein.

— Erwartungswert. Der Erwartungswert von ¢, ist x.

— Varianz. Die Varianz von §, ist 0 (Proposition 1.48).

— Anwendung. Man verwendet atomare Wahrscheinlichkeitsmafie zur Modellierung
von deterministischen Prozessen.

1.6.1 Gleichverteilung

— Diskrete Gleichverteilungen:

— Beschreibung. Sei n € Nsg. Die (diskrete) Gleichverteilung (bzw. Laplace-
verteilung) U{dl,...,n} auf {1,...,n} C R (Definition 1.7) stimmt mit dem
Wahrscheinlichkeitsmafi auf ({1,...,n},Pot({1,...,n})) [bzw. (R, B(R))]
iiberein, das durch die Zahldichte

{1,...,n} — [0,1]
1
j— =

n

gegeben ist.

— FErwartungswert. Der Erwartungswert von U{d1 n} ist ”T'H

. . . . 2_
— Varianz. Die Varianz von U?l ist =1
sy} 12
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1.6.2

1.6.3

— Anwendung. Anwendungen sind z.B. der faire Miinz- bzw. Wirfelwurf etc.
Stetige Gleichverteilungen:
— Beschreibung. Seien a,b € R mit a < b. Die Gleichverteilung Uy, ) auf [a, b]
(Definition 1.8) stimmt mit dem Wahrscheinlichkeitsmaf auf ([a, b], B([a, b]))
[bzw. (R, B(R))] iiberein, das durch die A\!~-Wahrscheinlichkeitsdichte

1
b_a Xla,b]

gegeben ist.
— Frwartungswert. Der Erwartungswert von Ul ) ist a7+b.

. . . . b—a)?
— Varianz. Die Varianz von U,y ist (17;)

— Anwendung. Zum Beispiel kann man mithilfe dieser Gleichverteilungen durch
geeignete Zufallsvariablen viele andere Verteilungen simulieren; dies wird
beim sogenannten Sampling genutzt.

Bernoulli-/Binomialverteilung

Definition. Sei n € Nsg und sei p € [0,1]. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
auf ({0,...,n},Pot({0,...,n})) [bzw. (R, B(R))], die durch die Z&hldichte (bi-
nomische Formel!)

{0,....n} — [0,1]
jr— (?) - (1 =p)"?

gegeben ist, heiflt Binomialverteilung zu den Parametern n und p und wird
mit B(n,p) bezeichnet. Im Fall n = 1 nennt man diese Verteilung auch Ber-
noulliverteilung zum Parameter p.

Erwartungswert. Der Erwartungswert von B(n,p) ist n - p.

Varianz. Die Varianz von B(n,p) ist n-p- (1 — p).

Anwendung. Die Bernoulliverteilung modelliert z.B. einen (unfairen) Miinzwurf.
Die Binomialverteilung modelliert die ,,Summe* ,,unabhéngiger* (unfairer) Miinz-
wiirfe.

Poissonverteilung

Definition. Sei A € Rs¢. Die Poissonverteilung Poi(\) auf N C R ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung auf (N, Pot(N)) [bzw. (R, B(R))], die durch die Zihl-
dichte (Exponentialreihe!)

N — [0,1]
AR

Y
Fr—e ™

gegeben ist.
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— Erwartungswert. Der Erwartungswert von Poi(\) ist A.

— Varianz. Die Varianz von Poi(\) ist A.

— Anwendung. Poissonverteilungen eignen sich, um Zihlvorgéinge ,seltener” , un-
abhéngiger” Ereignisse (z.B. Anzahl von Mutationen in der DNA einer Zelle) zu
modellieren. Ein erster Schritt zur Begriindung ist die folgende Approximations-
eigenschaft.

Satz 1.54 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Sei A € Ryg und
sei (pn)nen €ine Folge in [0,1] mit lim, oo 1 - pp, = . Dann gilt fir alle k € N,
dass

lim_ B(n, pa) ({k}) = Poi(A)({k}).

1.6.4 Geometrische und Exponentialverteilung

— Geometrische Verteilungen:
— Definition. Sei p € (0, 1). Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (N, Pot(N))
[bzw. (R, B(R))], die durch die Zdhldichte (geometrische Reihe!)

N — [0,1]
k—p-(1—p)*

gegeben ist, heilit geometrische Verteilung zum Parameter p und wird mit
G(p) bezeichnet.

— Erwartungswert. Der Erwartungswert von G(p) ist 1%”.

— Varianz. Die Varianz von G(p) ist 152.

— Anwendung. Die geometrische Verteilung tritt als Wartezeitverteilung bei
yunabhingiger“ Wiederholung von Bernoulli-Experimenten auf (Anzahl der
Fehlversuche vor dem ersten ,, Erfolg").

— FEzxponentialverteilungen:

— Definition. Sei A € Rsg. Das Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(Rsg))

[bzw. (R, B(R))], das durch die A\*-Dichte

R>0[bZW. R} — RZO
T X-e N X(0,00) ()

gegeben ist, heiit Ezponentialverteilung zum Parameter A und wird mit
Exp(A) bezeichnet.

— Erwartungswert. Der Erwartungswert von Exp()) ist ;.

— Varianz. Die Varianz von Exp()) ist 5.

— Anwendung. Exponentialverteilungen treten bei der Modellierung von War-
teprozessen mit , kontinuierlicher® Zeit auf bzw. bei der Modellierung von
Lebensdauern (Bemerkung 2.32).

1.6.5 Normalverteilung

Die Normalverteilung ist eine der wichtigsten Verteilungen in der Wahrscheinlichkeits-
theorie und Statistik.

21



Proposition 1.55 ((mehrdimensionale) Normalverteilung). Sei n € Ny, sei C €
R™ ™ symmetrisch und positiv definit, und sei a € R™. Dann ist

fN(a,C)i R" — Rzo
1 1 J— . _1 . —_—
T — T et(C) exp( 5 (x—a) -C (x a))

eine Wahrscheinlichkeitsdichte auf (R™, B(R™),\"). Man nennt das von dieser \"-
Wahrscheinlichkeitsdichte auf (R™, B(R™)) induzierte Wahrscheinlichkeitsmafi n-di-
mensionale Normalverteilung mit den Parametern a und C und bezeichnet diese mit
dem Symbol N (a,C).

Der Beweis verwendet die Choleskyzerlegung (eine Folgerung aus der Hauptach-
sentransformation) von symmetrischen positiv definiten Matrizen um dann mit Hilfe
einer geeigneten affinen Transformation das zu berechnende Integral auf das klassische
Integral

/ e d\'z)=V2-7
R
zuriickzufiihren.

Korollar 1.56 ((zum Beweis) affine Transformationen von standardnormalverteil-
ten Zufallsvariablen). Sei n € N, sei T € GL(n,R) und sei a € R™. Ist X eine
(R™, B(R™))-wertige Zufallsvariable, die N (0, E,,)-verteilt ist, so gilt: Die (R™, B(R™))-
wertige Zufallsvariable T - X + a ist N(a,T - T ")-verteilt. (Hierbei bezeichnet E,, die
n-dimensionale Einheitsmatriz.)

Proposition 1.57 (Erwartungswert und Varianz von eindimensionalen Normalver-
teilungen). Sei a € R und ¢ € Rsg. Dann ezistieren Erwartungswert und Varianz
von N(a,c). Der Erwartungswert von N(a,c) ist a und die Varianz von N(a,c) ist c.

Caveat 1.58. Da man Stammfunktionen von

R—R
e
nicht geschlossen durch elementare Funktionen ausdriicken kann, kann man auch die
Verteilungsfunktion Fy(g,1) der eindimensionalen Standardnormalverteilung nicht ge-
schlossen durch elementare Funktionen ausdriicken (!). Analog lassen sich auch die
Quantile von Normalverteilungen nicht geschlossen explizit, sondern nur nidherungs-
weise, berechnen; daher gibt es fiir die Normalverteilungen Tabellen der Quantile.

Die ,,normalisierte Summe vieler ,,unabhingiger® und identisch verteilter Zufalls-
variablen (mit existierender Varianz) ,konvergiert“ nach dem zentralen Grenzwertsatz
(Satz 3.15) gegen eine Normalverteilung. Daher tritt die Normalverteilung in vielen
solchen Situationen in der Modellierung auf.

Caveat 1.59. Oft wird jedoch in der Modellierung auch dann die Normalverteilung
verwendet, wenn dies eigentlich nicht gerechtfertigt ist! Die entsprechenden Modelle
haben dann also keine Aussagekraft fiir die urspriinglichen praktischen Probleme!
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2 Stochastische Unabhéngigkeit und bedingte
Wahrscheinlichkeiten

Wir wollen nun einen Formalismus einfiihren, der es uns erlaubt, dariiber zu sprechen,
ob zufiillige Ereignisse/Prozesse voneinander im Sinne der Wahrscheinlichkeitstheorie
unabhéngig sind bzw. wie stark eine solche (Un)Abhéngigkeit ist.

2.1 Stochastische Unabhéngigkeit

Zwei Ereignisse A und B in einem Wahrscheinlichkeitsraum (£, S, P) werden aus dem
Blickwinkel der Stochastik als ,,unabhéngig* angesehen, wenn das Eintreten des Ereig-
nisses A nichts an der Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Ereignis B eintritt, &ndert
(und umgekehrt) — d.h., falls ,P(A N B)/P(A) = P(B)“ ist. Man definiert daher

(symmetrischer und die Division vermeidend):

Definition 2.1 (stochastische Unabhéngigkeit zweier Ereignisse). Sei (2,5, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B € S. Dann heiflen die Ereignisse A und B
stochastisch unabhingig (beziiglich P), wenn

P(ANB) = P(A) - P(B).

Bemerkung 2.2. Ereignisse, die fast sicher oder fast nie eintreten, sind von jedem
anderen Ereignis stochastisch unabhéngig.

Caveat 2.3. Stochastische Unabhingigkeit ist nicht dasselbe wie kausale Unabhéngig-
keit der entsprechenden Ereignisse!

Wir verallgemeinern den Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit auf gréflere Er-
eignissysteme und auf Zufallsvariablen, indem wir uns auf geeignete endliche Teilsyste-
me zuriickziehen; dies ist formal #&hnlich zur Definition linear unabhéngiger Familien
von Vektoren.

Definition 2.4 (stochastisch unabhéngig). Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum
und sei I eine Menge.
— Eine Familie (A;);c; von Ereignissen aus S heifit stochastisch unabhingig (be-
ziiglich P), wenn folgendes gilt: Fiir alle endlichen Teilmengen J C I ist

P((4;) = [T P4y

jed jed

— Eine Familie (5;);e; von Teilmengen von S heifit stochastisch unabhingig (be-
ziiglich P), wenn folgendes gilt: Alle Familien (A;)ier € [];c; Si sind im obigen
Sinne stochastisch unabhéngig.

— Eine Familie (X;: (£2,8) — (4, Si))ier von Zufallsvariablen auf (€2, S, P) heifit
stochastisch unabhingig (beziiglich P), wenn die Familie (X;'(S;))ics stocha-
stisch unabhéngig ist; dabei verwenden wir zu ¢ € I die Notation

XS = {X71(4) | A€ Sy},

K2
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Caveat 2.5 (paarweise stochastische Unabhiingigkeit vs. stochastische Unabhéngig-
keit). Wie im Fall linearer (oder algebraischer ...) Unabhiingigkeit geniigt paarweise
stochastische Unabhéngigkeit im allgemeinen nicht fiir stochastische Unabhéngigkeit!

Im néchsten Abschnitt werden wir systematisch untersuchen wie man stochastisch
unabhiingige Familien von Ereignissen/Ereignissystemen/Zufallsvariablen konstruie-
ren kann (was insbesondere viele Beispiele liefert). Wir geben nun noch einige grund-
legende Eigenschaften von stochastisch unabhéngigen Familien an:

Proposition 2.6 (schnitt-stabile Erzeugendensysteme und stochastische Unabhéngig-
keit). Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I eine Menge und sei (T;):cr ei-
ne stochastisch unabhdngige Familie schnitt-stabiler Teilmengen von S. Dann ist auch
die Familie (o(T}))icr, der von den T; erzeugten o-Algebren auf Q), stochastisch un-
abhdngig.

Der Beweis dieser Proposition beruht auf denselben Methoden wie der Beweis des
Mafeindeutigkeitssatzes (Satz 1.12); alternativ kann man diese Proposition auch auf
den Mafleindeutigkeitssatz zuriickfiihren.

Insbesondere erhélt man die folgende Charakterisierung von stochastischer Un-
abhéngigkeit fiir reellwertige Zufallsvariablen (analog kann man die obige Proposi-
tion auch verwenden, um stochastische Unabhéngigkeit diskret verteilter reellwertige
Zufallsvariablen konkreter zu charakterisieren):

Korollar 2.7 (Charakterisierung stochastischer Unabhingigkeit reellwertiger Zufalls-
variablen). Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I eine Menge und sei (X;)icr
eine Familie von reellwertigen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(Q,S,P). Dann ist die Familie (X;);cr genau dann stochastisch unabhingig, wenn
folgendes gilt: Fir alle endlichen Teilmengen J C I und alle Folgen (aj);cy reeller

Zahlen ist
P(ﬂ{Xj < aj}) = [[P(x; <ay).
j€J jed

Proposition 2.8 (messbare Verarbeitung stochastisch unabhingiger Zufallsvariablen).
Sei (Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei I eine Menge und sei (X;: (Q,5) —
(%, 5;))ier eine stochastisch unabhingige Familie von Zufallsvariablen auf (2, S, P).
Sei auferdem (fi: (i, Si) — (94, S)))icr eine Familien messbarer Abbildungen. Dann
ist auch die Familie der Zufallsvariablen (f; o X;)ier auf (Q, S, P) stochastisch un-
abhdngig.

2.2 Stochastische Unabhéangigkeit und Produkte

Wir geben nun eine Charakterisierung fiir stochastische Unabhéngigkeit von Fami-
lien von Zufallsvariablen mithilfe von Produktrdumen und konstruieren stochastisch
unabhéngige Familien von Zufallsvariablen mithilfe von Produktrdumen. Auflerdem
lassen sich iiber diesen Zugang viele Eigenschaften stochastisch unabhéngiger Famili-
en von Zufallsvariablen herleiten.

Wir beginnen mit dem nétigen theoretischen Hintergrund tiber Prdouktrdume. Als
ersten Schritt betrachten wir die zugehdrige messbare Struktur:

24



Definition 2.9 (Produkt-o-Algebra). Sei I eine Menge und sei ((€2;, S;))ier eine Fa-
milie messbarer Réume.
— Ist J C I nicht-leer, so schreiben wir

Ty H Ql — H Qz
iel icJ
w > (wi)ies

fiir die zugehorige Projektion.
— Ist J C I endlich und nicht-leer und ist (A;)ies € [];c; S, so heiBt das Urbild

77 (ILies A1) C [Lier 4 Zylindermenge zu (A;)ic.-
— Die Produkt-o-Algebra von ((§2;, S;))ier auf [];c; Q; ist definiert als

R Si = a<{7r;1 (H Ai) ’ J C I endlich, J # 0, (Aies € [[ S})
icJ ieJ
(d.h. als die von den Zylindermengen erzeugte o-Algebra auf [[,.; ).

Bemerkung 2.10 (endliche Produkte abzihlbarer diskreter messbarer Rdume). Sei I
eine endliche Menge und sei (£2;);¢cs eine Familie von (hochstens) abzéhlbaren Mengen.

Dann ist
& Pot(2:) = Pot (TT ).

iel el

el

Caveat 2.11.
— Im allgemeinen sind nicht alle Elemente von Produkt-o-Algebren kartesische
Produkte von messbaren Mengen aus den Faktoren.
— Im allgemeinen sind Einpunktmengen in Produkten nicht in der Produkt-o-
Algebra, selbst wenn alle o-Algebren auf den Faktoren diskret sind(!).

Analog zu Produkten in anderen Kategorien (z.B. in der Topologie, Algebra, ...)
erfiillt die Produkt-o-Algebra die universelle Eigenschaft fiir Produkte in der Kategorie
der messbaren Réume:

Proposition 2.12 (universelle Eigenschaft der Produkt-o-Algebra). Sei I eine Menge
und sei (%, 5:))ier eine Familie messbarer Raume. Sei (2,.58) := ([ L;c; i, &yer Si)
der zugehdirige Produktraum und sei (m;: Q — Q;)ie; die entsprechende Familie der
Projektionen. Dann besitzt das Paar ((Q,5), (7;)icr) die folgenden Eigenschaften:

1. Fiir alle i € I ist m;: Q — Q; beziiglich S und S; messbar.

2. Ist (2,8") ein messbarer Raum und ist (f;: (',5") = (Q;,5:))icr eine Familie
messbarer Abbildungen, so gibt es genau eine beziiglich S’ und S messbare Ab-
bildung f: Q' — Q mit der Eigenschaft, dass fiir alle i € I gilt, dass w;0 f = f;
18t.

Insbesondere gilt: Ist (€2, S), (7;: Q — Q)ics) ein weiteres Paar, das die Figenschaf-
ten 1 und 2 erfiillt, so gibt es genau einen messbaren Isomorphismus (2, S) — (ﬁ, §),
der mit (micr)icr und (7;)ier vertriglich ist. Ein messbarer Isomorphismus zwischen
messbaren Rdaumen ist dabei eine messbare Abbildung, die ein messbares Inverses be-
sutzt.
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Insbesondere zeigt die universelle Eigenschaft, dass eine Abbildung in ein Produkt
messbarer Rdume genau dann beziiglich der Produkt-o-Algebra messbar ist, wenn die
Komposition mit allen Projektionen auf die einzelnen Faktoren messbar ist.

Als zweiten Schritt konstruieren wir nun geeignete Wahrscheinlichkeitsmafle auf Pro-
dukten von Wahrscheinlichkeitsrdumen:

Satz 2.13 (Satz von Andersen-Jessen und Definition des ProduktmaBes). Sei I eine
Menge und sei ((2;,S;, P;))icr eine Familie von Wahrscheinlichkeitsrdumen. Dann
gibt es genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf (I,c; s, @;c; Si) mit der folgenden
Eigenschaft: Fiir alle endlichen nicht-leeren Teilmengen J C I und alle (4;)icy €

HieJ Sl gilt
icJ i€J
Man nennt P das Produktmaf von (P;);e; und verwendet die Notationen

QP =P und Q5. P)= (H Qi,®Si,P).
il i€l i€l i€l
Die Eindeutigkeitsaussage folgt aus dem Mafeindeutigkeitssatz 1.12; die Existenz-
aussage folgt mit einer geschickten Anwendung des Maf}fortsetzungssatzes von Ca-
rathéodory.
In gewissen Spezialfillen kénnen wir das Produktmafl auch expliziter angeben:

Proposition 2.14 (Produktma$ endlich viele diskreter Wahrscheinlichkeitsmafe).
Sei I eine endliche Menge und zu jedem ¢ € I sei ein diskreter Wahrscheinlich-
keitsraum (€, S;, P;) gegeben, der jeweils durch eine Zihldichte p;: ¥, — [0,1] (wo-
bei Q C Q; hochstens abzihlbar ist) beschrieben ist. Dann ist das Produktmaf @, P;
auf ([1;e; Qs @, Si) durch die Zahldichte

p: [[%% — [0,1]
iel
wr— Hpi (ws)
iel
gegeben.

Insbesondere zeigt diese Proposition, dass das endliche Produkt von Laplacevertei-
lungen wieder eine Laplaceverteilungen ergibt.

Caveat 2.15. Unendliche Produkte von diskreten Wahrscheinlichkeitsmafien sind im
allgemeinen nicht durch eine Zahldichte gegeben.

Bemerkung 2.16 (endliche Produkte und Wahrscheinlichkeitsdichten). Analog zur
obigen Proposition kann man allgemeiner mithilfe der entsprechenden Version des
Satzes von Fubini zeigen, dass endliche Produkte von durch Wahrscheinlichkeitsdich-
ten (beziiglich o-endlichen Maflen) gegebenen Wahrscheinlichkeitsmafien auch wieder
durch eine geeignete Wahrscheinlichkeitsdichte (ndmlich das ,,Produkt der urspriing-
lichen Dichten) beziiglich des Produktmafes der den Wahrscheinlichkeitsdichten auf
den Faktoren unterliegenden Mafle gegeben ist.
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Wir wenden uns nun wieder unserem eigentlichen Ziel zu — namlich dem Versténdnis
stochastisch unabhéngiger Familien von Zufallsvariablen mithilfe von Produktraumen;
dies sind Folgerungen des Satzes von Andersen-Jessen (Satz 2.13):

Korollar 2.17 (stochastische Unabhingigkeit der Projektionen). Sei I eine Menge
und sei ((, S, Pi))icr eine Familie von Wahrscheinlichkeitsrdumen. Dann ist die
Familie (m;: Hjel Qj — Qy)icr der Projektionen beziglich dem Produktmaff @, P;
auf ([1;er Qi @, Si) stochastisch unabhdingig.

Insbesondere erlaubt uns dies, jede Familie von Verteilungen durch eine stochastisch

unabhéngige Familie von Zufallsvariablen zu realisieren, was fiir die Modellierung vieler
Zufallsexperimente von grofler Wichtigkeit ist:

Korollar 2.18 (Existenz stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen mit gegebenen
Verteilungen). Sei I eine Menge und sei ((Qy, S, P;))icr eine Familie von Wahr-
scheinlichkeitsriumen. Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (2, S, P) und ei-
ne stochastisch unabhdingige Familie (X;: (2,5) — (924, 5:))icr von Zufallsvariablen
auf (2, S, P), so dass Px, = P; fiir allei € I gilt.

Auflerdem kénnen wir mit diesen Methoden stochastisch unabhéngige Familien von
Zufallsvariablen mithilfe des Produktmafles charakterisieren:

Satz 2.19 (Charakterisierung stochastischer Unabhiingigkeit von Zufallsvariablen).
Sei (2, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I eine Menge, sei (X;: (Q,5) — (24,.5:))ier
eine Familie von Zufallsvariablen und sei X : (Q,S) — ([[;c; 2, @,y Si) die durch
die universelle Figenschaft gegebene messbare Abbildung in den Produktraum. Dann
ist die Familie (X;);cr genau dann beziiglich P stochastisch unabhdngig, wenn

Py = (X) Px,
i€l
18t.
Insbesondere héngt zum Beispiel die Verteilung der Summe von stochastisch un-

abhéingigen Zufallsvariablen nur von den Verteilungen der einzelnen Zufallsvariablen
ab — etwas, das im allgemeinen (also ohne stochastische Unabhéngigkeit) nicht zutrifft.

Korollar 2.20 (Summenverteilungen stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen). Sei
(Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei J eine endliche Menge und sei (X;) ey eine
stochastisch unabhingige Familie reellwertiger Zufallsvariablen auf (Q, S, P). Dann ist

PE]‘EJXJ‘ = (®PX1>Z’
jed
wobei
Z: [[R—R
J
T — Zazj
jedJ

die entsprechende reelle Summenabbildung ist.

27



2.3 Unkorreliertheit

Ein wichtiger mit stochastischer Unabhéngigkeit verwandter Begriff ist die sogenannte
Unkorreliertheit bzw. der Korrelationskoeffizient. Das Ziel dabei ist, die Stédrke der
(linearen) Abhéngigkeit zwischen zwei reellwertigen Zufallsvariablen durch eine reelle
Zahl zu messen (im allgemeinen ist dies jedoch sehr grob!).

Definition 2.21 (Kovarianz, (un)korreliert, positiv/negativ korreliert). Sei (2,5, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X, Y reellwertige Zufallsvariablen auf (€2, S, P)
mit der Eigenschaft, dass X, Y und X Y integrierbar sind.
— Dann heifit
Cov(X,Y):= E((X — E(X))- (Y — E(Y)))
Kovarianz von X undY (beziiglich P).
— Ist Cov(X,Y) >0, so heifen X und Y positiv korreliert.

Ist Cov(X,Y) =0, so heiflen X und Y unkorreliert.
Ist Cov(X,Y) <0, so heifilen X und Y negativ korreliert.

Wir werden sehen (Proposition 2.28), dass die Kovarianz (im wesentlichen) die
beziiglich der quadratischen Abweichung beste lineare Approximation an die Abhéingig-
keit zwischen den betrachteten Zufallsvariablen darstellt.

Proposition 2.22 (grundlegenden Eigenschaften der Kovarianz). Sei ( , S, P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und seien X, Y reellwertige Zufallsvariablen auf (2, S, P).
1. Ist X quadratintegrierbar, so ist Cov(X, X) = Var(X).
2. Sind X,Y, XY integrierbar, so gilt
Cov(X,Y)=E(X Y)—- E(X) E(Y),
Cov(X,Y) = Cov(Y, X),
und fiir alle a,b,c,d € R ist
Cov(ia+b-X,c+d-Y)=b-d-Cov(X,Y).
3. Sind X undY quadratintegrierbar, so ist X-Y integrierbar (und somit auch X+Y
quadratintegrierbar) und es gilt
Var(X +Y) = Var(X) +2- Cov(X,Y) + Var(Y),
sowie )
(Cov(X,Y))” < Var(X) - Var(Y).
Insbesondere bietet es sich daher an, die Kovarianz wie folgt zu normieren:

Definition 2.23 (Korrelationskoeffizient). Seien X und Y quadratintegrierbare re-
ellwertige Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum und sei
Var(X) # 0 und Var(Y) # 0. Der Korrelationskoeffizient von X und Y ist dann
definiert als

Cov(X,Y) Cov(X,Y)

oXY) = s = ) e €
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Unkorreliertheit ist eine schwéchere Bedingung als stochastische Unabhéngigkeit
(falls die betrachteten Zufallsvariablen hinreichend integrierbar sind):

Proposition 2.24 (stochastische Unabhingigkeit impliziert Unkorreliertheit). Sei
(Q, S8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien X,Y integrierbare reellwertige, sto-
chastisch unabhingige Zufallsvariablen auf (2, S, P). Dann ist auch X -Y integrierbar
und X und Y sind unkorreliert.

Korollar 2.25 (Varianz von Summen unabhéngiger Zufallsvariablen). Seien X,Y
stochastisch unabhdingige qudratintegrierbare reellwertige Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum. Dann ist

Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).
Caveat 2.26. Unkorrelierte Zufallsvariablen sind jedoch im allgemeinen nicht stocha-
stisch unabhéngig!

Caveat 2.27. In der Statistik betrachtet man unter anderem Testverfahren, die iiber-
priifen, ob gewisse Phénomene korreliert sind oder nicht. Dabei ist jedoch immer zu
beriicksichtigen, dass Korreliertheit héchstens ein Indiz fiir Kausalitét sein kann, aber
im allgemeinen keinen kausalen Zusammenhang impliziert!

Die Hauptmotivation hinter der Definition der Kovarianz bzw. des Korrelationsko-
effizienten ist der folgende Sachverhalt:

Proposition 2.28 (Kleinste-Quadrate-Regressionsgerade). Seien X undY quadratin-
tegrierbare reellwertige Zufallsvariabeln auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum und es gelte Var(X) # 0 und Var(Y') # 0. Fir alle a,b € R gilt

E((Y —a-X —b)%) > (1—o(X,Y)?) - Var(Y),

und Gleichheit gilt genauw dann, wenn

o(Y)
o(X)

co(X,)Y) und b=EY)-—

“o(X,Y) - E(X)

1st.

Eine ganz zentrale Rolle werden stochastische Unabhéngigkeit bzw. Unkorreliertheit

bei den Konvergenzsitzen (Gesetze der groen Zahlen, zentraler Grenzwertsatz) spielen
(Abschnitt 3).

2.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

Bedingte Wahrscheinlichkeiten erlauben es, Vorwissen iiber das Eintreten eines Ereig-
nisses und die damit verbundene Neubewertung der Wahrscheinlichkeit des Eintretens
anderer Ereignisse zu modellieren.
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Definition 2.29 (bedingte Wahrscheinlichkeit). Sei (€2, S, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und seien A, B € S mit P(B) > 0. Dann heift

P(ANB)

PAIB) = =55

bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter B (beziiglich P ).

Proposition 2.30 (grundlegende Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten). Sei
(Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
1. Ist B € S mit P(B) > 0, so ist

P(-|B): S —1[0,1]
A+ P(A| B)

ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Q,.5).
2. Multiplikationsformel /Pfadregel. Sei n € N, seien Ay,..., A, € S und es gelte
P(AiNn---NA,_1) > 0. Dann ist

P(AiN---NA,) = P(A1)-P(Ay | A1)-P(As | AjNAs)-P(A, | Ai0---NAp_y).

3. Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit/Fallunterscheidungsregel. Sei I ei-
ne hdchstens abzihlbare Menge und sei (A;);er eine Familie von paarweise dis-
junkten Elementen von S mit | J,c; Ai = Q und auflerdem gelte P(A;) > 0 fiir
alle i € I. Dann gilt fir alle A € S, dass

P(A) = ZP(Ai) - P(A]Ay).

4. Formel von Bayes. Sei I eine hichstens abzihlbare Menge und sei (A;)icr eine
Familie von paarweise disjunkten Elementen von S mit | J,c; A; = Q und aufer-
dem gelte P(A;) > 0 fiir allei € I. Seien A, B € S mit P(A) > 0 und P(B) > 0.
Dann gilt

P(B|A)-P(A) P(B|A)-P(A)

P(A|B) = P(B) T Y, P(A)-P(BT Ay

Wichtige Anwendungsbeispiele fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten sind zum Beispiel
diagnostische Tests in der Medizin, das Ziegenproblem und die Gedéchtnislosigkeit der
Exponentialverteilung.

Satz 2.31 (Gedichtnislosigkeit der Exponentialverteilung). Sei (2,5, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und sei X eine reellwertige Zufallsvariable auf (Q, S, P) mit fol-
genden Figenschaften: Es ist P(X > 0) = 1 und fiir alle t € Rsq gilt P(X > t) > 0.
Dann ist X genau dann exponentialverteilt, wenn X im folgenden Sinne geddchtnislos
st: Fiir alle s,t € Rsg gilt

PX>t+s|X >t)=P(X >s).
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Bemerkung 2.32 (Modellierung von Wartezeiten durch Exponentialverteilungen).
Exponentialverteilungen haben also die folgende Eigenschaft: Sind s,t € Ryg und
haben wir bereits die Zeit ¢ auf das entsprechende Ereignis gewartet, so ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass wir noch mindestens s warten miissen, genauso grofl wie wenn wir
noch gar nicht gewartet héitten. Und umgekehrt ist jede Verteilung mit dieser Eigen-
schaft bereits eine Exponentialverteilung. Daher eignen sich Exponentialverteilungen
zur Modellierung gewisser Wartezeiten.

Unser Konzept von bedingter Wahrscheinlichkeit setzt immer voraus, dass die be-
trachtete Bedingung positive Wahrscheinlichkeit besitzt. Mit etwas aufwendigeren Kon-
zepten (bedingte Erwartungswerte, bedingte Verteilungen) kann man unseren Begriff
geeignet verallgemeinern. Dies ist vor allem dann wichtig, wenn man sich systema-
tisch mit sogenannten stochastischen Prozessen (z.B. dem Poisson-Prozess oder der
Brownschen Bewegung) beschiiftigen mochte.
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3 Gesetze der groflen Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz

Wir werden uns in diesem Kapitel mit dem folgenden Typ von Fragestellungen beschéf-
tigen: Sei (X, )nen., eine hinreichend unabhéngige Folge von hinreichend integrierba-
ren reellwertigen Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum.
Was passiert dann mit den normalisierten Summen % >y Xg fiir ,groBe“ n? Kon-
vergieren®“ diese normalisierten Summen? Wenn ja, wogegen?

Insbesondere werden wir die folgenden Resultate, die Antworten auf diese Fragen
geben, studieren:

— das schwache Gesetz der grofien Zahlen

— das starke Gesetz der grofien Zahlen

— der zentrale Grenzwertsatz.

Diese Resultate bilden insbesondere auch das Fundament der mathematischen Stati-
stik.

3.1 Das schwache Gesetz der grofien Zahlen

Wir wollen nun den folgenden Eindruck wahrscheinlichkeitstheoretisch untermauern:
Werfen wir (unabhéngig) ,,oft“ eine Miinze, so erwarten wir, dass die relative Haufigkeit

Anzahl der Wiirfe, in denen ,, Kopf“ gefallen ist

Gesamtanzahl der Wiirfe

von ,,Kopf* die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ,, Kopf“ fllt ,,approximiert®. Bzw. um-
gekehrt erlaubt dies eine Interpretation ,abstrakter Wahrscheinlichkeiten als relative
Héaufigkeiten.

Wir beginnen mit einem vergleichsweise schwachen Konvergenzbegriff:

Definition 3.1 (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit/stochastische Konvergenz). Sein
(Q, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (X, ), en eine Folge reellwertiger Zufalls-
variablen auf (€2, S, P). Dann konvergiert (X, )nen stochastisch (bzw. in Wahrschein-
lichkeit) beziiglich P gegen die reellwertige Zufallsvariable X auf (Q, S, P), falls: Fiir
alle e € Ry ist

lim P(|X, — X|>¢)=0.

n—oo

stoch

In diesem Fall schreiben wir auch kurz X,, — X oder X, i) X.

n—o00 n—o0
Satz 3.2 (schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Sei (X,)nen., eine Folge quadrat-
integrierbarer reellwertiger paarweise unkorrelierter reellwertiger Zufallsvariablen auf

einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (0, S, P) mit

lim L ZVar(Xk) =0.

n—oo n2
k=1

Dann erfiillt (X,,)nen., das schwache Gesetz der grofien Zahlen, d.h.:

L ST (x - B(XR)) Y 0.
n P n—00
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Korollar 3.3 (schwaches Gesetz der groflen Zahlen fiir identisch verteilte Zufallsva-
riablen). Sei (X, )nen., eine Folge quadratintegrierbarer rellwertiger paarweise unkor-
relierter identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum. Seim := E(X1) und zun € N sei

1 n
Sn = ﬁ’;Xk

Dann gilt S, soc 1y
n—oo

Der Mittelwert liegt bei hiufiger hinreichend unabhéngiger Wiederholung also mit
hoher Wahrscheinlichkeit nahe am Erwartungswert.

Es gibt viele Varianten des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen; z.B. kann man
unter stdrkeren Unabhingigkeitsbedingungen die Integrierbarkeitsbedingungen etwas
abschwiéichen.

Eine Anwendung des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen in der theoretischen
Mathematik ist, dass es erlaubt, einen probabilistischen Beweis des Weierstraflschen
Approximationssatzes zu geben (mithilfe von Bernsteinpolynomen).

3.2 Null-/Eins-Gesetze

Unser néchstes Ziel ist es, die Konvergenzaussagen aus dem schwachen Gesetz der
groflen Zahlen zu verbessern. Als Vorbereitung betrachten wir sogenannte Null-/Eins-
Gesetze (die wir dann als technisches Hilfsmittel bendtigen werden).

Proposition 3.4 (Lemma von Borel-Cantelli). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeits-

raum, sei (An)nen eine Folge in S und sei

A:=limsup A, := ﬂ U Ay.

n—oQ

neN keNs,
Dann gilt:
1. Falls die Reihe >, P(A,) konvergiert, ist P(A) = 0.
2. Falls die Reihe Y 7 P(A,) nicht konvergiert und die Familie (A, )nen stocha-

stisch unabhdngig ist, ist P(A) = 1.

Allgemeiner besagt das Kolmogorovsche Null-/Eins-Gesetz, dass ,,terminale® Ereig-
nisse (d.h. Ereignisse, die ,,nicht von endlichen Anfangsstiicken abhidngen“) immer nur
fast sicher oder fast nie eintreten kénnen.

Definition 3.5 (terminale o-Algebra, terminale Ereignisse). Sei (€2,5, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum und sei (X,,: (€2, 5) — (2, Sn))nen eine Folge von Zufallsvaria-
blen auf (€, S, P).

— Ist I € N mit I # (), so schreiben wir

Xr:(Q,8) — (HQ“®S$>
iel el

wr— (Xi(w))iel
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fiir die von (X;);er induzierte Zufallsvariable in den Produktraum.
— Die terminale o-Algebra zu (X,)nen ist definiert als

000 ((Xn)nen) = mXN>n( ® Sk).

neN keN>,

— Elemente der terminalen o-Algebra oo, ((X,)nen) heilen terminale Ereignisse
beziiglich (X, )nen-

Satz 3.6 (Null-/Eins-Gesetz von Kolmogorov). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, sei (Xp: (Q,5) — (Qn, Sn))nen eine stochastisch unabhdngige Folge von Zu-
fallsvariablen auf (Q, S, P) und sei A ein beziiglich (X, )nen terminales Ereignis. Dann
gilt

P(A)=0 oder P(A)=

Der Beweis beruht darauf, dass man zeigt, dass terminale Ereignisse zu sich selbst
stochastisch unabhéngig sind, indem man die Koordinatenbereiche geschickt aufteilt
und Proposition 2.6 anwendet.

3.3 Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Wir moéchten nun das schwache Gesetz der groflen Zahlen zu einem entsprechenden
Satz mit einer stérkeren Konvergenzaussage verbessern.

Definition 3.7 (fast sichere Konvergenz). Sei (€, S, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum,
sel (X, )nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen auf (€, S, P). Die Folge (X,,)nen
konvergiert P-fast sicher gegen eine reellwertige Zufallsvariable X auf (Q, S, P), wenn

P{weQ ‘ lim Xn(w) =X(w)}) =1

In diesem Fall schreibt man X, ’3 X.

n—oo

Proposition 3.8 (fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz). Sei
(Q, 8, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, sei (X, )nen eine Folge reellwertiger Zufalls-
vamgbflen auf (R, S, P) und seti eine reellwertige Zufallsvariable auf (Q, S, P). Gilt
Xn e X, so folgt auch X, Sﬁ> X.

Die Umkehrung gilt jedoch im allgemeinen nicht, d.h. nicht jede stochastisch kon-
vergente Folge von Zufallsvariablen ist auch fast sicher konvergent.

Satz 3.9 (starkes Gesetz der grofien Zahlen). Sei (2,5, P) ein Wahrscheinlichkeits-
raum und sei (Xp)nen., eine Folge quadratintegrierbarer paarweise unkorrelierter re-
ellwertiger Zufallsvariablen auf (Q,S,P). Die Folge (Var(X,))nen., sei beschrdnkt.
Dann gilt

LS (e - B(x) o,
nk;:l n—oo
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Der Beweis dieser Version des starken Gesetzes der groflen Zahlen beruht auf dem
Lemma von Borel-Cantelli (Proposition 3.4) und der Betrachtung einer geeigneten
Teilfolge.

Ahnlich wie im Fall des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen erhalten wir auBerdem
den folgenden Spezialfall (d.h., dass der ,Mittelwert* bei hiufiger Wiederholung fast
sicher punktweise gegen den Erwartungswert konvergiert):

Korollar 3.10 (starkes Gesetz der grofien Zahlen fiir identisch verteilte Zufallsvaria-
blen). Sei (Xy)nen., eine Folge quadratintegrierbarer rellwertiger paarweise unkor-
relierter identisch verteilter Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlich-
keitsraum (9,5, P). Seim := E(X;) und zun € N sei

1 n
:ﬁ";X’C'

Dann gilt S, P .
n—oo

Bemerkung 3.11.

— Das starke Gesetz der grofien Zahlen gilt auch mit den etwas schwécheren Vor-
aussetzungen an die Varianzen wie im schwachen Gesetz der groflen Zahlen. Der
Beweis ist jedoch deutlich aufwendiger.

— Ebenso wie beim schwachen Gesetz der groflen Zahlen kann man bei stérkeren
Unabhéngigkeitsvoraussetzungen die Integrierbarkeitsvoraussetzungen etwas ab-
schwichen.

3.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Wir wollen nun genauer verstehen, wie stark sich gewisse Mittelwerte von identisch
verteilten Zufallsvariablen im Grenzwert um den Erwartungswert konzentrieren. Wir
miissen daher Mittelwerte betrachten, bei denen nicht nur die Erwartungswerte, son-
dern auch die Varianzen normiert sind. Man betrachtet daher zu einer hinreichend
unabhéngigen Folge (X, )nen., hinreichend integrierbarer identisch verteilter reell-
wertiger Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum die Folge

(X — B(X0)))

neNs o

(Zm

Es stellt sich heraus, dass in diesem Kontext der folgende Konvergenzbegriff und die
Standardnormalverteilung eine zentrale Rolle spielen.

Definition 3.12 (Verteilungskonvergenz). Sei (X,,)nen eine Folge reellwertiger Zu-
fallsvariablen und sei X eine reellwertige Zufallsvariable. Dann konvergiert (X,,)nen
in Verteilung gegen X, wenn fiir alle x € R, in denen Fx stetig ist, gilt, dass

lim Fx, (z) = Fx(x).

n—oo

In diesem Fall schreiben wir X, —> X.
n— oo
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Man beachte dabei, dass Verteilungskonvergenz nur von den induzierten Vertei-
lungen abhiingt (da die Verteilungsfunktionen nur von den induzierten Vertellungen
abhéngen). Man schreibt daher gegebenenfalls auch Ausdriicke wie ,, X, —> N(0,1).¢

Verteilungskonvergenz lasst sich alternativ auch als eine sogenannte schwache Kon-
vergenz im Sinne der Funktionalnalysis charakterisieren:

Proposition 3.13 (Charakterisierungen von Verteilungskonvergenz). Sei (X, )nen
eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen und sei X eine reellwertige Zufallsvariable.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Es gilt X, —> X.

2. Fir alle stetzgen und beschrinkte Funktionen f: R — R gilt

lim B(f o X,) = E(f o X).

3. Fir alle f € C2(R,R) gilt
lim E(foX,)=E(foX),

n—oo
wobei C2(R,R) die Menge aller Funktionen f € C%(R,R) bezeichne, die be-
schrinkt sind und fiir die sowohl [’ als auch f” beschrinkt und gleichmdfig
stetig sind.

Bemerkung 3.14 (Vergleich mit anderen Konvergenzarten). Sei (2,5, P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum, sei (X, )nen eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen auf (Q, S, P)
und sei X eine reellwertlge Zufallsvarlable auf (92,5, P). Dann gilt:

stoch

- Gilt X, —> X, so folgt X,, ied X. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.

- Gilt X, btid; X, so folgt X,, —> X. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht.
Betrachtet man eine stochastlsch unabhanglge Folge (X,)nen., von B(1,1/2)-ver-
teilten Zufallsvariablen auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum und die zu-
gehorigen Histogramme (d.h. flichentreue Darstellungen der entsprechenden Z&hldich-
ten) der Folge

(= Z (X E))

so stellt man fest, dass sich diese Histogramme der A!-Dichte In(o,1) der Standard-
normalverteilung N (0, 1) annihern. Da Histogramme flichentreu sind, entspricht dies
einer Aussage iiber Verteilungskonvergenz.

Dieses Beispiel ist eine Instanz eines ganz allgemeinen und fiir die Wahrscheinlich-
keitstheorie und Statistik zentralen Phdnomens:

Satz 3.15 (Zentraler Grenzwertsatz). Sei (X,,)nen., eine stochastisch unabhingige
Folge von identisch verteilten quadratintegrierbaren reellwertigen Zufallsvariablen auf
einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum und es gelte Var(X;) > 0. Dann gilt

— E(Xy)) -5 N(0,1).

1 n
\F Z \/Var Xk ( n—oo
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Caveat 3.16 (Normalapproximation). In Anwendungen werden standardisierte Sum-
men wie im zentralen Grenzwertsatz hiufig durch Normalverteilungen ersetzt (!). Es
ist allerdings zu beriicksichtigen, dass der obige Satz keine Aussage iiber die Konver-
genzgeschwindigkeit und keine Fehlerabschétzung liefert. So eine Ersetzung kann also
fahrlassig sein.

Die folgende Eigenschaft der Standardnormalverteilung ist ein entscheidender Bau-
stein des Beweises:

Proposition 3.17 (Stabilitdt der Standardnormalverteilung). Sei (X, )nen., eine
stochastisch unabhdngige Folge standardnormalverteilter Zufallsvariablen auf einem
gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (Q, S, P). Dann gilt fir alle n € N5, dass

Py et (X-B(xi0) = N(0,1).
Insbesondere erfillt die Folge (Xp)nen., somit die Aussage des zentralen Grenzwert-
satzes.

Umgekehrt folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz, dass die Standardnormalvertei-
lung die einzige reelle Wahrscheinlichkeitsverteilung mit existierender, positiver Vari-
anz ist, die diese Stabilitatseigenschaft besitzt.

Ein Beweis des zentralen Grenzwertsatzes vergleicht das Konvergenzverhalten der
gegebenen Folge mit einer weiteren Folge mithilfe der Charakterisierung von Vertei-
lungskonvergenz iiber Testfunktionen in C?(R,R) (Proposition 3.13). Die entsprechen-
den Differenzen der Erwartungswerte werden dann durch geeignete Teleskopsummen
und Taylorapproximationen abgeschétzt. Als letzten Schritt wendet man diese Er-
kenntnisse dann auf eine Vergleichsfolge an, deren Folgenglieder standardnormalver-
teilt sind, und macht von der Stabilitdt der Standardnormalverteilung Gebrauch.

Bemerkung 3.18. Ein alternativer, konzeptionellerer, Beweis beruht auf Fourier-
transformation (in der Wahrscheinlichkeitstheorie auch oft mit ,charakteristischen
Funktionen“ bezeichnet).
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4 FEinfithrung in die Schétz- und Testtheorie

Die Grundfragestellung der mathematischen Statistik ist, wie man mithilfe von Beob-
achtungen/Stichproben/Messungen auf zugrundeliegende GesetzméifBigkeiten schliefen
kann bzw. mit welcher ,,Sicherheit“ man solche Schliisse ziehen kann.

Als unterliegende mathematische Theorie/Sprache verwenden wir die Wahrschein-
lichkeitstheorie.

Im folgenden werden wir die folgenden Aspekte betrachten:

— statistische Modellbildung und grundlegende Fragestellungen

(Punkt-)Schétzprobleme
— Alternativtestprobleme/Hypothesentestprobleme
— Konfidenzintervalle.

4.1 Das statistische Modell

Das grundlegende Objekt in der Statistik ist das sogenannte statistische Modell; es
besteht aus:
— einem Stichprobenraum (modelliert durch einen messbaren Raum), und
— einer Familie von in Frage kommenden Gesetzmiifligkeiten (modelliert durch eine
Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Stichprobenraum).

Definition 4.1 (statistisches Modell). Ein statistisches Modell ist ein Tripel

(Qv Sv (Pﬂ)ﬁe@)

bestehend aus einem messbaren Raum (€2,.5) und einer nicht-leeren Familie (Py)gco
von WahrscheinlichkeitsmaBen auf (£, 5).

Ist ¥ € O, so schreiben wir zur besseren Unterscheidbarkeit im folgenden Ep, bzw.
Varp, fiir den Erwartungswert bzw. die Varianz beziiglich Py.

Das Grundziel der Statistik ldsst sich dann also folgendermafien formulieren: Sei
(2,8, (Py)vco) ein statistisches Modell. Zu gegebenem /beobachtetem w € Q0 méchte
man dann einen Parameter ¥ € © (oder einen Bereich in ©) finden, der ,, moglichst
gut zu w passt.”

Oft mochte man mehrere, unabhéngige, Stichproben nehmen; dies wird durch ent-
sprechende Produkte modelliert:

Definition 4.2 (Produkt eine statistischen Modells). Sei (2,5, (Py)yeco) ein sta-
tistisches Modell und sei I eine nicht-leere Menge. Dann ist das I-fache Produkt
von (2,5, (Py)yeco) das statistische Modell

(9,8, (Pﬂ)wee)(gl = (H Q, 5%, (Pgw)wee),
i

wobei wir S := @, S und Py! := @, Py fiir alle ¥ € O schreiben.

Auflerdem ist es haufig niitzlich, sich auf folgende spezielle Situation zu beschranken:
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Definition 4.3 ((diskretes) statistisches Standardmodell).

— Ein statistisches Modell (€2, S, (Py)yco) ist ein statistisches Standardmodell, wenn
es ein o-endliches Mafl p auf (Q,5) gibt, so dass es fiir jedes ¥ € O eine pu-
Wahrscheinlichkeitsdichte fy auf (Q,.5) mit Py = fy ® u gibt.

— Ein statistisches Standardmodell ist ein diskretes statistisches Standardmodell,
wenn der unterliegende messbare Raum diskret ist und die betrachteten Wahr-
scheinlichkeitsmafle durch Zahldichten gegeben sind.

4.2 Schéatzer

Wir studieren nun Schétzprobleme und geeignete/gewiinschte Eigenschaften von Schétz-
funktionen:

Definition 4.4 ((Punkt-)Schétzer). Sei (2,5, (Py)sco) ein statistisches Modell, sei
(€, S) ein messbarer Raum und sei 7: © — )’ eine Abbildung. Ein (Punkt-)Schdtzer
fiir T ist eine messbare Abbildung vom Typ (2,5) — (@, 5).

Man beachte, dass diese Definition eines Schétzers sehr schwach ist; man wird im
Normalfall noch zusétzliche Bedingungen an Schétzer stellen:

— Der Schiitzer sollte nicht systematisch fehlerhaft sein (dies wird zum Beispiel
durch Erwartungstreue beschrieben).

— Man sollte eine ganze Folge von Schétzern konstruieren, die in einem geeigneten
Sinne gegen die zu schitzende Funktion ,konvergiert® (dies wird zum Beispiel
durch Konsistenz beschrieben).

Definition 4.5 (erwartungstreuer Schitzer, konsistente Folge von Schétzern). Sei
(Q, S, (Py)yeco) ein statistisches Modell und sei 7: © — R eine Funktion.

— Ein Schétzer T: (©,5) — (R, B(R)) fiir 7 heift erwartungstreu, falls: Fiir al-

le ¥ € © ist T beziiglich Py integrierbar und

Ep19 (T) = T(’l9)
— Eine Folge (T,,: (2,5) — (R, B(R)))nen von Schitzern fiir 7 heifit konsistent,
falls: Fiir alle ¥ € © konvergiert (T, )nen beziiglich Py stochastisch gegen 7(9).

Wie kann man relativ systematisch ,, verniinftige* Schétzer bzw. Schiitzfolgen finden?
Eine viel verwendete Methode sind die sogenannten Maximum-Likelihood-Schéitzer.
Die Grundidee dabei ist, dass davon ausgegangen wird, dass tatséchlich beobachtete
Stichproben zu sehr ,plausiblen* (ausgedriickt durch eine Maximierung der entspre-
chenden Dichten an der gegebenen Stichprobe) Parametern gehoren sollten.

Definition 4.6 (Maximum-Likelihood-Schétzer). Sei (€, .5, (Py)gco) ein statistisches
Standardmodell, sei p ein zugehoriges o-endliches Mafl auf (£2,.5) und sei (fy: Q@ —
R>¢)geco eine passende Familie von p-Wahrscheinlichkeitsdichten.

— Die Funktion

L:Ox06 — Rzo
(w,9) — fy(w)

ist dann eine/die zugehorige Likelihoodfunktion.
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— Sei So eine o-Algebra auf ©. Ein Mazimum-Likelihood-Schitzer fir ide fur
dieses Modell (mit den oben gegebenen Zusatzdaten) ist eine messbare Abbil-
dung T': (©,5) — (0, Se) mit der folgenden Eigenschaft: Fiir alle w € Q ist

L(w, T(w)) = max L(w,9).

— Ist (©,5") ein weiterer messbarer Raum und 7: ® — Q' eine Abbildung, so
heifit ein Schitzer T': Q@ — Q' fiir 7 ein Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir T,
falls es einen Maximum-Likelihood-Schétzer T fiir idg gibt mit

T =70T.

Man beachte den Unterschied zwischen probability (d.h. Wahrscheinlichkeiten auf
dem Stichprobenraum) und likelihood (d.h. der Plausibilitdt von Parametern).

Bemerkung 4.7 (log-Likelihood). Um Maximum-Likelihood-Schiitzer bestimmen,
sind also Maximierungsprobleme zu losen. Es bietet sich dabei oft an, statt Like-
lihoodfunktionen L die monoton transformierten Funktionen (sogenannte log-Likeli-
hoodfunktionen InoL zu betrachten (da viele Dichtefunktionen aus Produkten und
Exponentialfunktionen bestehen).

In vielen klassischen Beispielen liefern Maximum-Likelihood-Schéitzer intuitiv er-
scheinende Schétzer. Man beachte jedoch, dass das Konzept des Maximum-Likelihood-
Schétzers im allgemeinen nicht mit dem Giitekriterium der Erwartungstreue vergleich-
bar bzw. vereinbar ist; es handelt sich um eine vollstéindig andere Art der Bewertung
der Giite von Schétzern.

Caveat 4.8. Maximum-Likelihood-Schétzer sind im allgemeinen nicht erwartungs-
treu!

Unter gewissen zusétzlichen Voraussetzungen liefern Maximum-Likelihood-Schétzer
aber immerhin konsistente Schitzfolgen; wir geben hier nur eine einfache Variante
(ohne Beweis):

Satz 4.9 (Konsistenz von Maximum-Likelihood-Schiitzern). Sei (22,5, (Py)gyeco) €in

statistisches Standardmodell und sei L: 0 x © — R eine Likelihoodfunktion fiir
dieses Modell. Es gelte auferdem:

— FEsist © C R ein offenes Intervall und fiir alle 9,9’ € © mit 9 # ' ist Py # Py .

— Fir alle n € Ny gebe es einen Maximum-Likelihood-Schitzer T,,: Q" — R

fiiride auf (2, S, (Py)oco)®™ (beziiglich u®™ und der Produkt-Likelihoodfunktion

L®n: A" x 60 — RZO
(w,9) — ] L(w;. )
Jj=1

sowie der Borel-c-Algebra auf © C R) mit folgender Eigenschaft: Fiir alle w € Q™
ist L®"(w, -) monoton wachsend und L®"(w, -) monoton fal-

lend.

|®<Tn(w) |@>Tn(w)
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Dann ist (T, 0m(1,... n} )nen., €ine konsistente Schitzfolge fiiride auf (£, S, (Rg)?ENgO).
[Der Beweis beruht auf elementaren Abschiitzungen und einer geeigneten Version
des schwachen Gesetzes der grofien Zahlen.]

Bemerkung 4.10. Da konsistente Schétzfolgen unter geeigneten zusétzlichen Annah-
men ,asymptotisch erwartungstreu“ sind, sind Maximum-Likelihood-Schétzer trotz
der im allgemeinen mangelnden Erwartungstreue in vielen Féllen eine verniinftige
Wabhl.

Neben Erwartungstreue und Konsistenz gibt es weitere Giitekriterien fiir Schitzer,
die helfen kénnen zu spezifizieren, was ein ,,guter” oder gar ,optimaler® Schéitzer ist.
Zum Beispiel ist es erstrebenswert, die mittlere quadratische Abweichung des Schétzers
von der zu schitzenden Funktion zu minimieren. Im Spezialfall der Klasse der erwar-
tungstreuen Schitzer lidsst sich dies wie folgt als Minimierung der Streuung formulieren:

Definition 4.11 (gleichmiBig bester Schitzer). Sei (2,5, (Py)vco) ein statistisches
Modell und sei 7: © — R eine Abbildung. Ein Schitzer T: (2,5) — (R, B(R))
fiir 7 heiBBt gleichmdfig bester (erwartungstreuer) Schétzer fir T, wenn T ein erwar-
tungstreuer Schitzer fiir 7 ist, T fiir alle ¥ € © beziiglich Py quadratintegrierbar ist,
und folgendes gilt: Ist T': (©2,5) — (R, B(R)) ein erwartungstreuer Schéitzer fir
und ist 7 fiir alle ¥ € © beziiglich Py quadratintegrierbar, so ist

Varp, (T') < Varp, (7).

Caveat 4.12. Im allgemeinen existieren natiirlich nicht unbedingt gleichméfig beste
Schétzer; selbst wenn sie existieren, ist es oft schwierig, solche optimalen Schétzer zu
finden oder zu iiberpriifen, ob ein gegebener Schétzer ein gleichméfig bester Schétzer
ist.

Bemerkung 4.13 (Eindeutigkeit gleichmiilig bester Schiitzer). Gleichmiflig beste
Schétzer sind im wesentlichen eindeutig (d.h. sie stimmen fast sicher beziiglich jedem

Wahrscheinlichkeitsmafl aus der zu dem entsprechenden statistischen Modell gehéren-
den Familie iiberein).

Wir stellen im folgenden eine spezielle Klasse von statistischen Modellen vor, in
denen gewisse gleichméflig beste Schétzer existieren und konkret angegeben werden
konnen:

Definition 4.14 (Exponentialfamilie). Sei (2,5, (Py)gco) ein statistisches Modell,
sei p ein o-endliches Maf auf (£2,.5) und sei T': (2,5) — (R, B(R)) messbar. Dann
ist (2,5, (Py)yco) eine Exponentialfamilie beziglich p und T, falls folgendes gilt:
Es gibt Abbildungen a,b: © — R und eine messbare Abbildung h: (2,5) —
(R>0, B(R>0)), so dass fiir jedes ¥ € © die Funktion

Q— RZO

w — h(w) - exp(a(¥) - T(w) — b(?))

eine u-Wahrscheinlichkeitsdichte von Py ist.
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Der Begriff der Exponentialfamilie wird nicht in allen Quellen einheitlich verwendet
— manchmal werden noch zusétzliche Regularitatsbedingungen an die auftretenden
Funktionen gestellt.

Viele klassische Familien von Wahrscheinlichkeitsmaflen sind Exponentialfamilien.

Bemerkung 4.15 (Produkte von Exponentialfamilien). Ist (2,5, (Py)yco) eine Ex-
ponentialfamilie beziiglich eines o-endlichen Mafles p auf (£2,S) und einer messbaren
Abbildung T: (©2,5) — (R, B(R)), und ist n € Nxq, so ist (Q, S, (Py)yco)®" eine
Exponentialfamilie beziiglich u®" auf (2, .5)®" und

Q" — R

1 n
—_ E T .
’ " k=1 (Wk)

Fiir Exponentialfamilien kann man unter geeigneten Regularitdtsvoraussetzungen
gleichmiBig beste Schitzer beschreiben (ohne Beweis):

Satz 4.16 (gleichméBig beste Schitzer fiir Exponentialfamilien). Sei (€2, S, (Py)vco)
eine Ezponentialfamilie beziglich eines o-endlichen Mafes p auf (2,5) und einer
messbaren Abbildung T: (Q2,5) — (R, B(R)). Dabei seien folgende Regularititsbe-
dingungen erfillt:

— Fir alle v € © sei T beziiglich Py quadratintegrierbar und es sei T nicht Py-fast
sicher konstant.

— Die Menge {a(9) | ¥ € ©} C R enthalte ein offenes nicht-leeres Intervall; hierbei
bezeichne a eine entsprechende Funktion wie in der Definition von Exponential-
familien (Definition 4.14).

Dann ist T ein gleichmdfig bester erwartungstreuer Schdtzer fir die Abbildung

©® —R
Y — Epo(T)

[Der Beweis dieser allgemeinen Fassung beruht auf dem Satz von Lehmann und
Scheffé iiber gleichméfig beste Schiitzer beim Vorliegen von ,,Suffizienz“ und ,,Voll-
stdndigkeit“. Unter zusétzlichen Regularitédtsbedingungen kann auch ein Beweis ge-
geben werden, der auf elementaren Abschéitzungen aus der eindimensionalen reellen
Analysis basiert.]

4.3 Alternativtestprobleme

Im folgenden untersuchen wir sogenannte Alternativtestprobleme, d.h. das Testen von
Hypothesen (z.B. ,Hat ein gegebenes Medikament starke Nebenwirkungen?*). Wir
beginnen mit der Formalisierung:

Definition 4.17 (Grundbegriffe fiir Alternativtestprobleme). Sei (2, S, (Py)yeco) ein
statistisches Modell und sei eine disjunkte Zerlegung © = ©¢ U ©; von O in die
Nullhypothese ©¢ und die Alternative ©1 gegeben.
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— Ein Test von O gegen ©; (auf dem gegebenen Modell) ist eine messbare Ab-
bildung T: (©,S5) — ([0,1], B([0,1])). Ist T(Q) C {0,1}, so heifit T nicht-
randomisiert; ist T(Q) ¢ {0,1}, so heiit T randomisiert.

— Sei a € [0,1]. Ein Test T von Oq gegen ©; ist ein Test zum Irrtumsniveau
falls

sup Ep,(T) < a.
YEBO

— Sei a € [0,1]. Ein Test T': Q — [0, 1] von O gegen O ist ein gleichmdfig bester
Test fiir ©g gegen ©1 zum Irrtumsniveau o, falls T' ein Test zum Irrtumsniveau o
ist und fiir jeden Test T: Q@ — [0,1] von ©¢ gegen ©; zum Irrtumsniveau «
gilt, dass ~

Vyco, 1—Ep,(T) <1—Ep,(T).

— Sei a € [0,1]. Ein Test T: Q — [0, 1] von ©¢ gegen O; zum Irrtumsniveau o
heifit unverfilscht zum Niveau c, falls

sup Ep,(T) < a < inf Ep,(T).

YEOy YeEO,

Bemerkung 4.18 (Randomisierung). Ist 7: Q@ — [0,1] in der Situation der obi-
gen Definition ein Test fiir ©¢ gegen ©7 und ist w € (1, so interpretiert man den
Wert T'(w) € [0, 1] wie folgt:

— Falls T(w) = 0 ist, entscheidet man sich bei der Beobachtung w fiir die Nullhy-
pothese Oy.

— Falls T'(w) = 1 ist, entscheidet man sich bei der Beobachtung w fiir die Alterna-
tive @1.

— Falls T'(w) € (0,1) ist, fithrt man ein zusétzliches B(1, T'(w))-Zufallsexperiment
durch und entscheidet sich mit Wahrscheinlichket T'(w) fiir die Alternative bzw.
mit Wahrscheinlichkeit 1 — T'(w) fiir die Nullhypothese.

Das Konzept der Randomisierung ist essentiell, um in vielen klassischen Beispielen die
Existenz gleichméBig bester Tests zu gewéhrleisten.

Caveat 4.19 (Fehler erster/zweiter Art). Die Begriffsbildung der Alternativtestpro-
bleme ist nicht symmetrisch in der Nullhypothese und der Alternative. Durch das
Irrtumsniveau werden Tests nur gegen Fehler erster Art (es liegt die Nullhypothe-
se vor, aber man entscheidet sich fiir die Alternative) abgesichert, nicht gegen Fehler
zweiter Art (es liegt die Alternative vor, aber man entscheidet sich fiir die Alternative).
Dies ist bei der Modellierung praktischer Probleme zu beriicksichtigen.

Caveat 4.20. In der Praxis miissen statistisches Modell, Nullhypothese/Alternative
und das Irrtumsniveau vor der eigentlichen Durchfiihrung des Experiments festgelegt
sein! Eine nachtrigliche Anpassung macht die Tests wertlos.

Wir beginnen mit dem Spezialfall, dass Nullhypothese und Alternative jeweils einele-
mentige Mengen sind, sogenannte Alternativtestprobleme mit einfacher Nullhypothese
und einfacher Alternative:
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Definition 4.21 (Neyman-Pearson-Test bei einfacher Nullhypothese und einfacher
Alternative). Sei (€, S, (Po, P1)) ein statistisches (Standard)Modell (beziiglich dem o-
endlichen Mafl p auf (£2,.5) und den p-Wahrscheinlichkeitsdichten fy bzw. f; von P
bzw. P;; nach dem Satz von Radon-Nikodym koénnen wir statistische Modelle mit
endlicher Parametermenge immer als Standardmodelle auffassen). Sei ¢ € R>¢. Ein
Test T: Q@ — [0,1] von {0} gegen {1} auf diesem Modell ist ein Neyman-Pearson-
Test zum Schwellenwert c, falls fiir alle w € Q gilt, dass:

- Ist f1(w) < ¢ fo(w), soist T'(w) = 0.

— Ist fi(w) > c- fo(w), so ist T'(w) = 1.

Satz 4.22 (Neyman-Pearson-Lemma bei einfacher Nullhypothese und einfacher Al-
ternative). Sei (Q,S, (Po, P1)) ein statistisches (Standard)Modell (beziiglich dem o-
endlichen Maf$ p auf (Q,5) und den p-Wahrscheinlichkeitsdichten fo bzw. f1 von Py
bzw. P1) und sei o € (0,1). Dann gilt:
1. Es gibt einen Neyman-Pearson-Test T fir {0} gegen {1} auf diesem Modell
mit Ep,(T) = a.
2. Jeder Neyman-Pearson-Test T fiir {0} gegen {1} auf diesem Modell mit Ep,(T) =
« ist ein gleichmiflig bester Test von {0} gegen {1} auf diesem Modell zum Irr-
tumsniveau o.
3. Ist T ein gleichmdfSig bester Test fiir {0} gegen {1} auf diesem Modell zum Irr-
tumsiveau o, so stimmt T bereits p-fast tiberall mit einem Neyman-Pearson-Test
tberein.

Bemerkung 4.23. Der Beweis des Neyman-Pearson-Lemmas ist in dem Sinne kon-

struktiv, dass er eine Anleitung gibt, wie man solche gleichmif8ig besten Tests iiber

Quantile finden kann; Quantile kénnen jedoch im allgemeinen nicht explizit bestimmt

werden — daher verwendet man numerische Approximationen der Quantile bzw. Quantil-
Tabellen.

Das Neyman-Pearson-Lemma besitzt fiir gewisse Klassen von Verteilungsfamilien
Verallgemeinerungen auf einseitige bzw. zweiseitige Tests mit etwas komplizierterer
Nullhypothese bzw. Alternative. Wir geben im folgenden nur eine Auswahl an promi-
nenten Beispielen solcher Tests, die in der Praxis viel verwendet werden.

Als Vorbereitung bendtigen wir zwei weitere wichtige Familien von Wahrscheinlich-
keitsverteilungen:

Proposition 4.24 (y2-Verteilungen). Sein € Nwq. Dann ist

R—)Rzo
1 -

xr — X(O,oo)(x) ’ W '
2

eine \'-Wahrscheinlichkeitsdichte auf (R, B(R)). Die zugehorige Wahrscheinlichkeits-
verteilung heifit x2-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird mit x2 bezeichnet.
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Hierbei ist I' die Gamma-Funktion (eine Fortsetzung der Fakultdtsfunktion):
:Rey — R

T e dA\ N (z).
R>o
Bemerkung 4.25. Ist n € Nyg und ist (X5,...,X,,) eine stochastisch unabhéngige
Familie von N (0, 1)-verteilten reellwertigen Zufallsvariablen (auf einem gemeinsamen
Wahrscheinlichkeitsraum), so hat Y_,_, X7 die Verteilung x?2.

Proposition 4.26 ({-Verteilungen). Sei n € Nso. Dann ist

R—)Rzo
e r(apl) 2\ oy

v a0 s ()

eine \'-Wahrscheinlichkeitsdichte auf (R, B(R)). Die zugehérige Wahscheinlichkeits-
verteilung auf (R, B(R)) heifit t-Verteilung mit n Freiheitsgraden und wird mit t,
bezeichnet.

Hierbeit ist B die Beta-Funktion:
B: R>0 X R>0 — R

(a,b) —> 2271 (1 —2)b )t (z).
[0,1]
Bemerkung 4.27. Ist n € Ny und ist (X, ..., X,) eine stochastisch unabhéngige
Familie von N (0, 1)-verteilten Zufallsvariablen (auf einem gemeinsamen Wahrschein-

lichkeitsraum), so hat
Xo

\V % : ZZ:1 XI?

Wichtige Tests fiir Normalverteilungsfamilien auf Produktmodellen sind:

— Einseitiger Gauf$-Test fir den Erwartungswert bei bekannter Varianz: ,Ist der
Erwartungswert einer Normalverteilung (bei bekannter Varianz) hochstens so
grofl wie ein vorgegebener Wert?*

[Hierfiir werden die Quantile der Standardnormalverteilung benétigt.]

— Zweiseitiger Gauf-Test fir den Erwartungswert bei bekannter Varianz: ,,Stimmt
der Erwartungswert einer Normalverteilung (bei bekannter Varianz) mit einem
vorgegebenen Wert iiberein?*

[Hierfiir werden die Quantile der Standardnormalverteilung benétigt. Die Opti-
mierung ist in diesem Fall nur in der Klasse der unverfilschten Tests moglich.

— Finseitiger t-Test fiir den Erwartungswert: ,Ist der Erwartungswert einer Nor-
malverteilung hochstens so grof wie ein vorgegebener Wert?*

[Hierfiir werden die Quantile der ¢-Verteilungen benétigt. Die Optimierung ist in
diesem Fall nur in der Klasse der unverfélschten Tests moglich.]

die Verteilung ¢,,.
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Zweiseitiger t-Test fir den Erwartungswert: ,Stimmt der Erwartungswert einer
Normalverteilung mit einem vorgegebenen Wert iiberein?*

[Hierfiir werden die Quantile der ¢-Verteilungen benétigt. Die Optimierung ist in
diesem Fall nur in der Klasse der unverfilschten Tests moglich.]

FEinseitiger x2-Test fiir die Varianz bei bekanntem Erwartungswert: ,Ist die Va-
rianz einer Normalverteilung (bei bekanntem Erwartungswert) héchstens so grof3
wie ein vorgegebener Wert?*

[Hierfiir werden die Quantile der x2-Verteilungen bené&tigt.]

Linksseitiger x2-Test fir die Varianz: ,Ist die Varianz einer Normalverteilung
hochstens so grofl wie ein vorgegebener Wert 7

[Hierfiir werden die Quantile der x?-Verteilungen benétigt. Fiir den entsprechen-
den rechtsseitigen Test beachte man, dass die Optimierung in diesem Fall nur in
der Klasse der unverfilschten Tests moglich ist.]

[Es gibt noch viele weitere solche speziellen Tests, die aber im Prinzip alle nach
demselben Schema aufgebaut sind.]

Wir beschreiben diese Tests nun etwas genauer (ohne Beweis); diese Resultate ba-
sieren alle auf entsprechenden Varianten des Neyman-Pearson-Lemmas:

Notation 4.28 (Stichprobenmittel/modifizierte Stichprobenvarianz).

Zu n € N5 bezeichne

Sp: R — R
1 n
wr— — - Wk
n ;

das Stichprobenmittel.

— Zun € N5 bezeichne

vy R" — R

w —

Z(wk - Sn(u}))2

1
n—1
k=1

die modifizierte Stichprobenvarianz.

Satz 4.29 (einseitiger Gaufi-Test bei bekannter Varianz). Sei n € Ny, sei ap € R
und sei ¢ € Rsq. Wir betrachten das statistische Modell

(R, B(R), (N(a,¢))aez) "

Sei auflerdem o € (0,1) und sei q das (1 — «)-Quantil von N(0,1). Dann ist

R™ — [0,1]

s {0 falls \/n/c- (sn(w) —ao) < q

1 sonst
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ein gleichmiflig bester Test von (—o0,aq]| gegen (ag,00) auf diesem Modell zum Irr-
tumsniveau o.

Satz 4.30 (zweiseitiger Gauf3-Test bei bekannter Varianz). Sei n € Nyg, sei ag € R
und set ¢ € Rsg. Wir betrachten das statistische Modell

(R, B(R), (N(a,¢))acz) "
Sei auflerdem « € (0,1) und sei q das (1 — a/2)-Quantil von N(0,1). Dann ist

R"™ — [0, 1]

. {0 falls \/njc- |sn(w) —ao| < q

1 sonst

ein gleichmdflig bester unverfilschter Test von {ag} gegen R\ {ao} auf diesem Modell
zum Irrtumsniveau o in der Klasse der unverfilschten Tests.

Satz 4.31 (einseitiger ¢-Test fiir den Erwartungswert). Sei n € N5 und sei ag € R.
Wir betrachten das statistische Modell

®
(R7 B(R)’ (N(a7 c))(a,c)E]RX]R>0) n-
Sei auflerdem o € (0,1) und sei g das (1 — «o)-Quantil von t,_1. Dann ist
R™ — [0, 1]
0 fall *(w) - (sp(w) — <
w|—>{ falls \/n/vi(w) - (sn(w) —ao) < g

1 sonst

ein gleichmdfig bester unverfilschter Test von (—oo, ag] gegen (ag, 00) auf diesem Mo-
dell zum Irrtumsniveau o in der Klasse der unverfilschten Tests.

Satz 4.32 (zweiseitiger t-Test fiir den Erwartungswert). Sein € Nsq und sei ag € R.
Wir betrachten das statistische Modell

®n
(R, B(R)a (N(av C))(a,c)E]Rx]R>o) .
Sei auflerdem « € (0,1) und sei q das (1 — «/2)-Quantil von t,_1. Dann ist

R" — [0,1]

W — {O falls \/nfv;(w) - |sn(w) —ao| < q

1 sonst

ein gleichmdflig bester unverfilschter Test von {ag} gegen R\ {ao} auf diesem Modell
zum Irrtumsniveau a in der Klasse der unverfilschten Tests.
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Satz 4.33 (einseitiger y2-Test fiir die Varianz (bei bekanntem Erwartungswert)). Sei
n € Nyg, sei a € R und sei ¢y € Rsg. Wir betrachten das statistische Modell

(R, B(R), (N(a,0))cez.,) "

Sei auferdem o € (0,1) und sei ¢ das (1 — a)-Quantil von x%. Dann ist
R™ — [0, 1]
o 0 e Kl <o

1 sonst

ein gleichmdfig bester Test von (0,co] gegen (co,00) auf diesern Modell zum Irrtums-
niveay «.

Satz 4.34 (linksseitiger x2-Test fiir die Varianz). Sein € N5 und sei cg € Rsg. Wir
betrachten das statistische Modell

®n
(Rv B(R)a (N(a7 C))(a,c)ERXR>0) .
Sei auferdem o € (0,1) und sei g das (1 — a)-Quantil von x2_,. Dann ist
R"™ — [0, 1]
n 2
s {0 falls % S (we = s (W) < ¢

1 sonst

ein gleichmdfSig bester Test von (0,co] gegen (co,00) auf diesem Modell zum Irrtums-
niveay «.

4.4 Konfidenzbereiche

Ein weiteres wichtiges Ziel in der Statistik ist es, unbekannte Gréfien mit einer zusétz-
lichen ,Sicherheit“ zu schétzen. Dies wird durch Konfidenzbereiche formalisiert:

Definition 4.35 (Konfidenzbereich). Sei (2,5, (Py)gco) ein statistisches Modell, sei
) eine Menge, sei 7: © — ' eine Abbildung und sei a € [0, 1]. Ein Konfidenzbereich
fir T zum Irrtumsniveau o auf diesem Modell ist eine Abbildung C: 2 — Pot(£Y')
mit folgenden Eigenschaften:
— Fiir alle o’ € € ist
{weQ|w eCw)}es.
— Und es gilt
inf P, Q0 >1—a.
Inf w({we|r(¥) e Cw)}) > !

Das Ziel ist es dann, bei ,,niedrigem“ Irrtumsniveau moglichst , kleine“ Konfidenzbe-
reiche zu finden. Die Definition legt nahe, dieses Problem (wie im Falle von Alternativ-
testproblemen) auf entsprechende Quantilprobleme zuriickzufiihren; tatséchlich lassen
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sich sogar die meisten Konfidenzbereichprobleme in Alternativtestprobleme {iberset-
zen.

Zum Beispiel erhilt man so in Analogie zu den ¢-Tests fiir den Erwartungswert (ohne
Beweis):

Satz 4.36 (Konfidenzintervall fiir den Erwartungswert im Gau-Modell). Sein € N5,
sei a € (0,1) und sei ¢ € R das (1 — «/2)-Quantil von t,_1. Dann ist

C: R" — Pot(R")
wr (3n(@) = g VoR@)/n, su(@) +a- Voi@)/n)
ein Konfidenzbereich zum Irrtumsniveau « fiir die Abbildung
RxRso—R

(a,¢) —> a

auf dem Modell (R, B(R), (N(a, c))(a,c)eRwa)@n. Hierbei bezeichnen s, bzw. v, das
Stichprobenmittel bzw. die modifizierte Stichprobenvarianz (Notation 4.28).
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