Proseminar: Graphentheorie

C. Loh/M. Wasmeier Januar 2025

Graphen sind elementare mathematische Strukturen, die vielfach in Erschei-
nung treten — sowohl in der Modellierung (z.B. Netzwerke aller Art) als auch
in der theoretischen Mathematik (z.B. Cayleygraphen, Kombinatorik). Diese
thematische Vielfalt spiegelt sich auch in den verwendeten Methoden wider.

In diesem Proseminar werden wir verschiedene Aspekte der Graphentheorie
und ihrer Anwendungen kennenlernen. Insbesondere werden wir Techniken aus
der linearen Algebra verwenden, um Graphen zu untersuchen.

Literatur. Das Seminar baut auf mehreren Quellen auf; diese sind fiir die je-
weiligen Vortrige jeweils explizit angegeben. Sie konnen und sollen aber auch
weitere Quellen suchen und lesen.

Voraussetzungen. Lineare Algebra I.

Formalititen und Vorbereitung. Bitte beachten Sie die allgemeinen Hinweise
zu (Pro)Seminaren:
https://loeh.app.uni-regensburg.de/teaching/proseminar_preparation.pdf

Organisatoren.
Prof. Dr. Clara Loh (clara.loeh@ur.de),
Malena Wasmeier (malena.wasmeier@ur.de)

Grundlagen der Graphentheorie und erste Anwendungen

Vortrag 1 (Grundbegriffe und Eulertouren).

Mogliche Quellen: [Diel7, Kapitel 1.1-1.4, 1.8] [HHMO08, Kapitel 1.4.1-1.4.2]
Das Gebiet der Graphentheorie hat seinen Ursprung in einem historischen Pro-
blem: dem Konigsberger Briickenproblem. Dieser Vortrag dient dazu, neben
einer Einfithrung der Grundbegriffe, dieses Problem zu diskutieren.

e Fiihren Sie die folgenden Grundbegriffe ein und erkldren Sie sie anhand
von Beispielen: Graph, zusammenhiingend, Weg (path), Kreis (cycle),
Grad eines Knoten (degree), vollstindig (complete), regulir

e Beschreiben Sie das Konigsberger Briickenproblem.
e Fiihren Sie Eulerkreise ein.

e Beweisen Sie, dass ein zusammenhéngender Graph genau dann einen Eu-
lerkreis besitzt, wenn jeder seiner Knoten geraden Grad hat, und nutzen
Sie dieses Ergebnis, um das Konigsberger Briickenproblem zu 16sen.

Vortrag 2 (Fliisse und Schnitte in Netzwerken).

Méogliche Quellen: [Diel7, Kapitel 1.10, 6.1 und 6.2] [Jun13, Kapitel 6.1]
Graphen konnen dazu verwendet werden, Fliisse durch Netzwerke zu modellie-
ren, z.B. den Fluss von Wasser durch ein Rohrsystem oder den Fluss von Autos
auf einem Straflennetz. Dabei stellt sich die Frage, welchen maximalen Fluss
ein solches Netzwerk mit vorgegebenen Kapazitidten zuldsst. In diesem Vortrag
sollen Probleme dieser Art formalisiert werden.


https://loeh.app.uni-regensburg.de/teaching/proseminar_preparation.pdf

Fithren Sie gerichtete Graphen und Netzwerke ein und diskutieren Sie
einige Beispiele.

Definieren Sie den Fluss in einem Netzwerk und fiihren Sie augmentierende
Wege ein.

Beweisen Sie Satz iiber augmentierende Wege ([Junl3, Satz 6.1.3]).

Fiithren Sie Schnitte in Netzwerken ein und beweisen Sie das Max-Flow-
Min-Cut-Theorem von Ford und Fulkerson.

Vortrag 3 (Cayley-Graphen).

Mbogliche Quellen: [Loh17, Kapitel 3.2, 5.1 und 5.2]

Graphen finden in vielen Gebieten der reinen Mathematik Anwendung, unter
anderem in der geometrischen Gruppentheorie. In diesem Gebiet dienen Gra-
phen als Hilfsmittel, um Gruppen als geometrische Objekte aufzufassen.

Definieren Sie fiir eine endlich erzeugte Gruppe G mit endlichem Erzeu-
gendensystem S den Cayley-Graphen Cay(G, S).

Fiihren Sie als Beispiele Cayley-Graphen der Gruppen Z, Z?, Z/nZ und Ss
mit ausgewéhlten Erzeugendedensystemen vor.

Fithren Sie den Begriff der Quasi-Isometrie metrischer Rédume ein und
erldutern Sie ihn an einem Beispiel.

Erkldren Sie, wie man einen Cayley-Graphen als metrischen Raum auffas-
sen kann.

Beweisen Sie, dass fiir zwei endliche Erzeugendensysteme S und S’ einer
Gruppe G die Cayley-Graphen Cay(G, S) und Cay(G, S’) quasi-isometrisch
sind.

Die Adjazenzmatrix eines Graphen

Vortrag 4 (Adjazenzmatrizen und ihre Anwendungen).

Mbogliche Quellen: [HHMO8, Chapter 1.2.2] [Mat10, Miniature 10]

Einem endlichen Graphen kann man eine quadratische Matrix zuordnen, die
codiert, welche Knoten des Graphen zueinander benachbart sind. Diese Matrix
nennt man Adjazenzmatrix. Potenzen der Adjazenzmatrix konnen genutzt wer-
den, um die Anzahl von Wegen bestimmter Lénge zwischen zwei Knoten zu
bestimmen.

Fiihren Sie die Adjazenzmatrix ein und diskutieren Sie einige Beispiele.

Erkldren Sie den Algorithmus zum Zihlen von Dreiecken in einem Gra-
phen. Gehen Sie dabei auch kurz auf seine Laufzeit ein.

Wiederholen Sie den Begriff eines Weges (walk).

Beweisen Sie, dass der Eintrag der k-ten Potenz der Adjazenzmatrix an
der Stelle (i,7) genau der Anzahl an Wegen der Linge k& von Knoten 7 zu
Knoten j entspricht.



Vortrag 5 (Der Petersen-Graph und Moore-Graphen).

Mbogliche Quellen: [Mat10, Miniatures 13 and 14]

In diesem Vortrag sollen zwei Beweise vorgefithrt werden, in denen die Eigen-
werte von Adjazenzmatrizen zum Einsatz kommen.

e Fiihren Sie den Petersen-Graph ein.

e Beweisen Sie mithilfe der Eigenwerte der Adjazenzmatrizen, dass der voll-
standige Graph Kjg nicht von drei Petersen-Graphen iiberdeckt werden
kann.

e Fiihren Sie Moore-Graphen ein und diskutieren Sie grundlegende Eigen-
schaften. Betrachten Sie insbesondere den Petersen-Graph als Beispiel.

e Beweisen Sie, dass Moore-Graphen mit Taillenweite (girth) 5 und Grad
mindestens 3 bereits Grad 3,7 oder 57 haben.

Die Laplace-Matrix eines Graphen

Vortrag 6 (Die Laplace-Matrix und ihre Eigenwerte).

Mogliche Quellen: [GRO1, Kapitel 13.1] [Bapl4, Kapitel 2.1, 4.1 und 4.4]
Neben der Adjazenzmatrix kann man einem endlichen Graphen auch die soge-
nannte Laplace-Matrix zuordnen. Diese codiert nicht nur, ob bestimmte Knoten
miteinander benachbart sind, sondern auch den Grad jedes einzelnen Knoten.

e Definieren Sie die Inzidenz-Matrix und die Laplace-Matrix, diskutieren Sie
einige Beispiele und zeigen Sie den Zusammenhang zwischen diesen beiden
Matrizen auf.

e Berechnen Sie die Eigenwerte der Laplace-Matrix des vollstédndigen Gra-
phen K.

e Zeigen Sie, dass die Eigenwerte einer Laplace-Matrix reell und nicht ne-
gativ sind und dass der kleinste Eigenwert immer 0 ist.

e Zeigen Sie, dass der Rang der Laplace-Matrix gleich n — k ist, wobei n die
Anzahl der Knoten und k die Anzahl der Zusammenhangskomponenten
des Graphen ist.

e Leiten Sie eine obere Schranke fiir den grofiten Eigenwert der Laplace-
Matrix her [Bapl4, Satz 4.13 und Korollar 4.14].

Vortrag 7 (Spektrale Partitionierung).

Mbogliche Quellen: [Mat10, Miniature 31]

Dieser Vortrag beschiiftigt sich mit Zerlegungen von Graphen, die auf gewisse
Art und Weise giinstig sind. Es soll ein Algorithmus besprochen werden, der
mithilfe der Eigenwerte der Laplace-Matrix solche giinstigen Zerlegungen findet.

e Beschreiben Sie das Problem des diinnsten Schnittes (sparsest cut pro-
blem) und geben Sie eine Anwendung dieses Problems an.

e Wiederholen Sie die Definition der Laplace-Matrix.



e Beweisen Sie, dass der zweitkleinste Eigenwert der Laplace-Matrix eines
Graphen hochstens so grof3 ist wie die kleinstmdogliche Dichte eines Schnitts
in diesem Grapen.

e Erkldren Sie den Algorithmus zur spektralen Partitionierung.

e Zeigen Sie, dass der Algorithmus zur spektralen Zerlegung immer einen
Schnitt findet, dessen Dichte hochstens /dpaxpio betriagt, wobei dpax
der hochste Knotengrad und ps der zweitkleinste Eigenwert der Laplace-
Matrix ist.

Vortrag 8 (Spannb&ume z&hlen mit Determinanten).

Mogliche Quellen: [Diel7, Kapitel 1.5] [Matl10, Miniature 21] [GRO1, Kapi-
tel 13.2]

Dieser Vortrag zeigt eine Methode, wie man mithilfe der Laplace-Matrix und
der Determinantenfunktion die Anzahl der Spannbiume eines endlichen Gra-
phen bestimmen kann.

e Definieren Sie Bidume und Spannbiume und erkliren Sie diese Begriffe
anhand von Beispielen.

Wiederholen Sie die Definition der Laplace-Matrix.

e Formulieren Sie den Matrix-Baum-Satz und beweisen Sie diesen.

Bestimmen Sie die Anzahl der Spannb&dume des vollstdndigen Graphen K,

Matchings

Vortrag 9 (Matchings in bipartiten Graphen).

Mogliche Quellen: [Diel7, Kapitel 1.6 und 2.1] [HHMO8, Kapitel 1.7.1 und 1.7.2]
Ein Matching in einem Graphen ist eine Menge an Kanten, bei der keine zwei
Kanten einen gemeinsamen Knoten haben. Matchings bieten also die Moglich-
keit, Knoten so zu paaren, dass jeder Knoten in hochstens einem Paar vor-
kommt. Eine mogliche Anwendung fiir Matchings in (bipartiten) Graphen wiire
die Zuordnung von Tanzpartnern in einer Gruppe an Tanzschiilern. Ziel die-
ses Vortrags ist es, den Heiratssatz von Hall fiir endliche bipartite Graphen zu
beweisen.

e Fiihren sie bipartite Graphen ein und diskutieren Sie einige Beispiele.

e Definieren Sie Matchings und gehen Sie darauf ein, in welchen Alltagssi-
tuationen dieses Konzept Anwendung findet.

e Fiihren Sie augmentierende Wege ein und zeigen Sie den Satz von Berge.

e Formulieren und beweisen Sie den Heiratssatz (Satz von Hall) fiir endliche
Graphen.

Vortrag 10 (Unendliche Matchings).

Mbogliche Quellen: [HHMO8, Kapitel 1.7.2, 3.1, 3.8.1] [CSM10, Kapitel A.5, H.3]
In diesem Vortrag soll untersucht werden, inwieweit sich der Heiratssatz von
Hall auf unendliche Graphen verallgemeinern lésst.



e Wiederholen Sie den Heiratssatz fiir endliche Graphen.

e Formulieren Sie eine Version des Heiratssatzes fiir allgemeine Graphen
(mit méglicherweise iiberabzihlbar vielen Knoten).

e Erklidren Sie die Aussage des Satzes von Tychonoff und den Zusammen-
hang mit dem Auswahlaxiom/Lemma von Zorn.

e Nutzen Sie den Heiratssatz fiir endliche Graphen und den Satz von Ty-
chonoff, um den allgemeinen Heiratssatz zu beweisen.

e Zeigen Sie anhand eines Beispiels, dass die Voraussetzung der lokalen End-
lichkeit im allgemeinen Heiratssatz nicht weggelassen werden kann.

Vortrag 11 (Perfekte Matchings).

Mbogliche Quellen: [HHMO8, Kapitel 1.7.4] [Diel7, Kapitel 2.1 und 2.2] [Mat10,
Miniature 24]

In vielen Situationen wiinscht man sich Matchings, die alle Knoten eines Gra-
phen mit einschliefen. Solche Matchings nennt man perfekte Matchings.

e Definieren Sie perfekte Matchings und erkldren Sie den Begriff anhand
eines Beispiels.

e Zeigen Sie, dass ein bipartiter, reguldrer Graph von Grad k£ > 1 ein per-
fektes Matching besitzt.

e FErkldren Sie, wie man algorithmisch mithilfe der Determinantenfunktion
entscheiden kann, ob ein Graph ein perfektes Matching besitzt, und gehen
Sie kurz auf die Grenzen dieses Verfahrens ein.

e Formulieren und beweisen Sie den Satz von Tutte.

Zusatzvortrage

Vortrag 12 (Der Strassen-Algorithmus).

Mbogliche Quellen: [CLRS09, Kapitel 4.2, 4,5 4.6] [BRV14, Kapitel 2.1, 2.2]
In vielen Anwendungen ist es notig, groffe Matrizen miteinander zu multiplizie-
ren (z.B. Adjazenzmatrizen von Graphen). Die intuitive Weise, ein solches Ma-
trixprodukt auszurechnen, hat allerdings fiir groie Matrizen hohe Laufzeit. Der
Strassen-Algorithmus liefert eine Moglichkeit, Matrixprodukte schneller auszu-
rechnen.

e Beschreiben Sie den Strassen-Algorithmus fiir Matrixmultiplikation.

Erkldren Sie kurz die Landau-Notation fiir Laufzeiten von Algorithmen.

Formulieren Sie das Master Theorem und skizzieren Sie den Beweis.

e Nutzen Sie das Master Theorem um die Laufzeit des Strassen-Algorithmus
zu bestimmen.



Vortrag 13 (Das PageRank-Verfahren).

Méogliche Quellen: [Aus13] [BLO6]

Das Internet kann als (gerichteter) Graph modelliert werden, wobei die Kno-
ten Webseiten und die Kanten Verlinkungen zwischen diesen darstellen. Wenn
man in einer Suchmaschine nach bestimmten Begriffen sucht, wird einem eine
geordnete Liste an relevanten Webseiten ausgegeben. Das PageRank-Verfahren
liefert eine Moglichkeit, zu ermitteln, welche Webseiten ,,wichtig® (und damit
weiter oben in der Liste) und welche Webseiten ,,weniger wichtig® (und somit
weiter unten) sind.

e Beschreiben Sie das PageRank-Verfahren als Eigenwertproblem und fithren
Sie Beispiele vor.

e Gehen Sie auf Modifikationen des PageRank-Verfahrens ein und erkléren
Sie, warum diese durchgefiihrt werden.

e Formulieren Sie den Satz von Perron—Frobenius und erklaren Sie den Zu-
sammenhang zum PageRank-Verfahren.

Vortrag 14 (Ramsey-Zahlen).

Mbogliche Quellen: [HHMO8, Kapitel 1.8] [Bol98, Kapitel VI.1] [Diel7, Kapi-
tel 9.2

Wieviele Giiste miissen auf eine Party eingeladen werden, damit gewihrleistet
ist, dass es unter den Gésten mindestens p viele gibt, die sich alle gegensei-
tig kennen, oder mindestens ¢ viele, die sich alle gegenseitig nicht kennen? Die
Antwort auf diese Frage ist durch die Ramsey-Zahl R(p,q) gegeben, welche in
diesem Vortrag ndher untersucht werden soll.

e Definieren Sie fiir positive ganze Zahlen p und ¢ die Ramsey-Zahl R(p, q)
und diskutieren Sie die Falle p =1 bzw. p = 2.

e Zeigen Sie R(3,3) = 6 und R(3,4) = 9. Geben Sie Beispiele fiir weitere
bekannte Ramsey-Zahlen an.

e Beweisen Sie R(p,q) < R(p — 1,q) + R(p,q — 1) und folgern Sie, dass
Ramsey-Zahlen endlich sind.

e Fiihren Sie fiir endliche Graphen G und H die Ramsey-Zahl R(G, H)
ein und skizzieren Sie den Beweis dafiir, dass fiir einen Baum T;,, mit m
Knoten und den vollstindigen Graphen K, bereits

R(Tp, Kp) = (m—1)-(n—1) +1

gilt.
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