Invarianten

Zusammenfassung

Invarianten sind einfache mathematische Objekte (z.B. Zahlen) oder Eigenschaf-
ten, die sich unter gewissen Operationen nicht oder nur kontrolliert verdndern.
Invarianten helfen dabei, Unmoglichkeitsresultate aller Art zu beweisen; insbe-
sondere konnen sie dazu verwendet werden, nachzuweisen, dass bei bestimmten
Prozessen manche Arten von unerwiinschten Fehlern oder Problemen nicht auf-
treten konnen. Die Kunst besteht darin, Invarianten zu entdecken, die einfach zu
berechnen sind, aber dennoch genug Information iiber das betrachtete Problem
enthalten. In dieser Vorlesung werden wir das Prinzip der Invarianten kennenler-
nen und an verschiedenen Beispielen ausprobieren.
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1. Invarianten

Invarianten sind einfache mathematische Objekte (z.B. Zahlen) oder Eigenschaf-
ten, die sich unter gewissen Operationen nicht (oder nur kontrolliert) verédndern.

Wir geben eine formale Definition von Invarianten, zeigen an einem ersten Bei-
spiel, was Invarianten sind (und was nicht) und erkldren wie man mit solchen
Invarianten gewisse Probleme losen kann.

1.1. Definition
Das Konzept der Invariante kann man wie folgt formalisieren:

Definition 1.1 (Invariante). Sei X eine Menge und sei 7': X — X eine Abbildung.
Sei Z eine Menge. Eine Abbildung I: X — Z ist genau dann eine Invariante
von T (mit Werten in Z ), wenn fiir alle z € X gilt, dass

I(T(z)) = I(x).
Bei dieser Formalisierung ist

e T die betrachtete Operation (die Elemente von X in Elemente von X trans-
formiert),

e 7 der Wertebereich der Invariante (z.B. Zahlen), und

e [ die Invariante (die Elemente von X in Elemente von Z iibersetzt).

1.2. Beispiele

Als erstes, einfaches, Beispiel betrachten wir als Operation das Quadrieren ganzer
Zahlen.

Beispiel 1.2 (Quadrieren). Sei X := Z und sei

T: X — X
x — 2.

e Sei Z := {0} und sei

L: X — 7
xz — 0.

Diese Abbildung ist eine Invariante von 7' (klar?!). Diese Invariante enthélt
aber keine interessante Information iiber das Quadrieren.
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e Sei Z :={0,1} und sei
IL: X —Z7
x — Rest von z bei Division durch 2.
Diese Abbildung ist eine Invariante von 7', denn:
— Ist x gerade, so ist 2% durch 4 teilbar, und damit gerade.

— Ist 2 ungerade, so ist auch x? ungerade.

In Beispiel 1.3 werden wir sehen wie man diese Invariante einsetzen kann.
e Sei Z :={0,1,2} und sei
Is: X — 7
x — Rest von z bei Division durch 3.

Dann ist I keine Invariante von 7', denn: Es gilt

L(T(2) = I3(4) = 1 # 2 = [(2).

1.3. Verwendung von Invarianten

In Kombination mit Widerspruchsargumenten kann man Invarianten dazu verwen-
den zu zeigen, dass gewisse Dinge unmoglich sind:

Beispiel 1.3. Gibt es eine ganze Zahl x mit 2 — 2021 - x = 2021 ?

Anwendung der Mitternachtsformel legt nahe, dass diese Gleichung keine ganz-
zahlige Losung besitzt. Statt mit der Mitternachtsformel (und einem Irrationa-
litdtsargument) konnen wir auch mithilfe von Invarianten (und einem Wider-
spruchsbeweis) argumentieren:

e Wir betrachten die Invariante Iy aus Beispiel 1.2: Die Abbildung I: Z —
{0,1} (Rest bei Division durch 2) ist eine Invariante von = — x2.

e Da 2021 ungerade ist, sicht man analog, dass folgendes fiir alle x € Z gilt:
15(2021 + 2021 - z) = 1 — Iy(x).

Angenommen, es gébe eine ganzzahlige Losung x der obigen Gleichung. Dann folgt

L(x) = L(x?) (da Iy eine Invariante des Quadrierens ist)
= 5(2021 42021 -2)  (da nach Annahme z* = 2021 + 2021 - x ist)
=1—I(z) (nach obiger Beobachtung)
+ I(x) (da Io(X) € {0, 1} ist).

Dies ist jedoch ein Widerspruch! Also kann es eine solche Losung nicht geben.



4 2. Beispiele

Proposition 1.4. Seien X, Z Mengen, sei T: X — X eine Abbildung und sei
I: X — Z eine Z-wertige Invariante von T. Seien xz,y € X mit I(x) # I(y).
Dann gibt es keine natirliche Zahl n mit

T(...T(z)) =v.
!

Beweis. Wir gehen per Widerspruchsbeweis vor: Angenommen, es gidbe eine solche
natiirliche Zahl n. Wir werden die Invariante I auf diese Situation an und erhalten:
I(x) =1(T(x)) (da I eine Invariante von T ist)
= I(T(T(x))) (da I eine Invariante von T ist)
=... (... Induktion ...)

n mal
= 1(y) (nach der Widerspruchsannahme)
# 1(x), (nach Voraussetzung)

d.h. I(x) # I(x). Dieser Widerspruch zeigt, dass die Widerspruchsannahme nicht
gilt. Also gibt es keine solche natiirliche Zahl n. O]

Warnung 1.5. Im allgemeinen kann man aus der Gleichheit unter Invarianten
nichts schlieflen!
Zum Beispiel: Fiir alle x € Z gilt

(2 - 2%) = 0 = I,(—2020),

aber es gibt selbstverstiindlich keine ganze Zahl x mit 2 - 22 = —2020 (sonst wére
die rechte Seite negativ, die linke Seite aber nicht).

2. Beispiele

Wir geben weitere Beispiele von Problemen an, die durch Invarianten gelést wer-
den koénnen. In manchen Féllen werden wir dabei das Invarianten-Konzept aus
Definition 1.1 bzw. Proposition 1.4 variieren oder erweitern. Insbesondere werden
wir Proposition 1.4 auch auf Situationen anwenden, in denen mehrere Transfor-
mationen eine gemeinsame Invariante besitzen.

2.1. Chamaleons

Beispiel 2.1. Es sitzen 4042 Chaméleons in einer Reihe. Jedes Chaméleon hat prin-
zipiell die Fahigkeit, orange oder weifl zu strahlen. Je zwei benachbarte Chaméleons
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kénnen gleichzeitig ihre Farbung dndern. Zu Beginn sind die Chamé&leons abwech-
selnd orange und weifl gefarbt:

oy ey oy

Koénnen sich die Chaméleons so koordinieren, dass alle Chaméleons orange sind?

Wir zeigen, dass dies nicht moglich ist: Wir versuchen, eine geeignete Invariante
zu finden. Wenn zwei benachbarte Chaméleons ihre Farbe &ndern, gibt es die

MYy T oy O
g
S
g

Beie

Dabei bleibt
Der Rest bei Division durch 2 der Anzahl orangener Chaméleons

invariant. Zu Beginn ist der Wert 1 (da es 2021 orangene Chamileons gibt und
2021 ungerade ist); in der gewiinschten Endposition ist der Wert jedoch 0. Mit
Proposition 1.4 folgt somit, dass sich die Chaméleons nicht so koordinieren kénnen,
dass alle orange sind.

2.2. Dominos

Beispiel 2.2. Wir betrachten ein Schachbrett, bei dem zwei diagonal gegeniiberlie-
gende Ecken fehlen (Abbildung 1). Ist es moglich, dieses Brett mit 2 x 1-Dominos
zu iiberdecken (ohne dass sich die Dominosteine iiberlappen)?
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Abbildung 1: Das angenagte Schachbrett aus Beispiel 2.2

Wir zeigen, dass dies nicht moglich ist: Die entscheidende Beobachtung ist, dass
jeder Dominostein genau ein schwarzes und ein weifles Feld belegt. Man kann somit
die Differenz

Anzahl belegter schwarzer Felder — Anzahl belegter weiler Felder

als Invariante unter Hinzufiigen von Dominosteinen ansehen.

Zu Beginn ist diese Differenz 0 (da kein Feld belegt ist). Wiren alle Felder belegt,
so wire die Differenz 2 (auf einem gewohnlichen Schachbrett gibt es gleich viele
weile und schwarze Felder; auf dem angenagten Schachbrett gibt es zwei weifle
Felder weniger). Wegen 0 # 2 folgt also mit Proposition 1.4, dass das angenagte
Schachbrett nicht mit Dominosteinen iiberdeckt werden kann.

2.3. Quersummen
Die Reste bei Division durch 3 bzw. 9 sind Invarianten der Quersumme:

Proposition 2.3. Sei x eine natirliche Zahl und sei Q(z) die Quersumme von x
(im Zehnersystem). Dann gilt:

1. Die Zahlen x und Q(x) haben denselben Rest bei Division durch 9.
2. Die Zahlen x und Q(z) haben denselben Rest bei Division durch 3.

Beweis. Da 3 ein Teiler von 9 ist, folgt die zweite Aussage aus der ersten. Es geniigt
somit, die erste Behauptung zu zeigen.

Um die erste Behauptung zu beweisen, zeigen wir, dass © — Q(z) durch 9 teilbar
ist: Im Zehnersystem werde x durch die Ziffernfolge agay_1 . . . ajag dargestellt. D.h.
keN, ag,...,a, €1{0,...,9} und

r=a; 10" +ap_1 101+ +a-10+ap - 1.

Somit ist
Q) = a + ap—1 + -+ + a1 + ao.
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Wir erhalten daher

r— Q) =ap- 10"+ a5 - 105 4+ a; - 104+ag- 1 — (ap +ag_1 + -+ a1 +ag)
= - (10" = 1) +ap_y - (10" =)+ .. ay- (10 =1) +ao- (1 —1)
=ap-9-111...1+ap1-9-11...1L +---+a;-9-1+ag-9-0,

k mal (k—1) mal

was offenbar durch 9 teilbar ist. O

Zum Beispiel kann man daher durch iteriertes Bilden der Quersumme auf diese
Weise leicht iiberpriifen, ob eine Zahl durch 3 oder 9 teilbar ist.

Beispiel 2.4. Ist die Zahl
x:=2021...2021
2021 mal
durch 3 teilbar?
Um diese Frage zu beantworten, betrachten wir die Quersumme: Es ist

Q(z) = 2021 - Q(2021) = 2021 - 5.

Da 3 prim ist und 5 nicht durch 3 teilbar ist, ist Q(z) genau dann durch 3 teilbar,
wenn 2021 durch 3 teilbar ist. Letzteres ist nicht der Fall (wie man z.B. mithilfe
von ((2021) = 5 sehen kann). Also ist & nicht durch 3 teilbar.

2.4. Mutationen

Beispiel 2.5. DNA-Sequenzen werden als Folgen der Symbole A, C, G, T beschrie-
ben. In einem Labor kénnen die folgenden Mutationen (jeweils in beide Richtun-
gen) auf Teilsequenzen auftreten:

A +—— TCAC

C +—— AGATCG
G +—— TAA

T +— GA

AC +—— CGA

CA +—— GTT

CG +—— GGA

TC +—— AAG
TTT <+«— GG

TGA <+— GAGA
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Kann die Sequenz CATCATCAT in die Sequenz AGATAAGATA mutieren?

Wir zeigen, dass dies nicht moglich ist: Dazu stellen wir fest, dass
Rest bei Division durch 3 der Anzahl aller A, C, T

unter allen Mutationen invariant ist. Fiir CATCATCAT ist der Wert 9, fiir die
Sequenz AGATAAGATA jedoch 8. Mit Proposition 1.4 folgt daher, dass diese Se-
quenzen nicht durch Mutationen auseinander entstehen kénnen.

2.5. Perceptual Image Hashing

Hash-Funktionen transformieren Daten in kurze Zeichenfolgen. Normalerweise wer-
den dazu ,chaotische® Funktionen verwendet. Das Ziel dabei ist, es moglichst
schwierig zu machen, verschiedene Daten mit demselben Hash zu erzeugen. Sol-
che Hash-Funktionen kommen z.B. zum Einsatz, wenn mit wenig Aufwand ein
erster Plausibilitdtstest gemacht werden soll, ob gegebene Daten identisch sein
konnen oder nicht. Anwendungen davon sind effiziente Datenstrukturen (hash ta-
bles), Passwortkontrollen, Absicherung gegen ungewollte Anderungen in Daten
(z.B. beim Download von Software).

Perceptual Image Hashing hingegen versucht, dhnlichen Daten &hnliche Hash-
Werte zuzuordnen. Das Ziel dabei ist, es moglichst schwierig zu machen, dhnliche
Daten mit verschiedenen Hashes zu erzeugen. Solche Hash-Funktionen kommen
z.B. zum Einsatz, wenn mit wenig Aufwand Daten ein erster Plausibilitatstest ge-
macht werden soll, ob gegebene Daten @hnlich sein kénnen. Eine Anwendung davon
ist die Suche nach leicht modifizierten Varianten von urheberrechtlich geschiitztem
Material.

Beispiel 2.6. Der CEO von Pex hat vor kurzem behauptet [4], dass es Perceptual
Image Hashing-Verfahren mit folgenden Eigenschaften gibt:

e Bilder, die sich nur in einem Pixel unterscheiden, erhalten denselben Hash-
Wert.

e Es gibt Bilder [derselben Grofle], die verschiedene Hash-Werte besitzen.

Da sich je zwei Bilder derselben Gréfle durch schrittweise Anderung von jeweils
nur einem Pixel ineinander {iberfiihren lassen, kann es nach Proposition 1.4 jedoch
keine solche Hash-Funktion geben!

Dieser Sachverhalt hat zu einer 6ffentlichen Wette (mit substantiellem Wettein-
satz ...) auf Twitter gefiihrt [4]; es lohnt sich auf jeden Fall, diese Konversation
zu lesen!
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3. Anwendungen

3.1. Klassische Mathematik

Klassische Beispiele fiir Invarianten sind die Winkelsumme in euklidischen Drei-
ecken, der Satz von Thales, der Satz von Pythagoras, .... Diese Sachverhalte
spielen eine zentrale Rolle in der euklidischen Geometrie.

3.2. Moderne Mathematik

In der modernen Mathematik treten Invarianten oft in der folgenden Form auf:
e Kategorien beschreiben die erlaubten Transformationen;
e Funktoren zwischen Kategorien sind Invarianten.

Solche Invarianten konnen zum Beispiel zur Untersuchung der Losbarkeit ganz-
zahliger Gleichungen (ein beriihmtes Beispiel ist der groBe Satz von Fermat), zur
Unterscheidung von Knoten oder zur Analyse hoch-dimensionaler Datenmengen
eingesetzt werden.

Wer einen Eindruck davon gewinnen mochte, wie solche Konzepte nach dem
Grundstudium (zum Beispiel in der algebraischen Topologie) behandelt werden,
kann einen Blick in entsprechende Literatur werfen [3, Kapitel 1.2, 1.3].

3.3. Informatik

In der Informatik werden Invarianten eingesetzt, um zu beweisen, dass in gewis-
sen Programmen bestimmte Arten von Fehlern nicht auftreten konnen oder dass
bestimmte Teile einer Spezifikation erfiillt werden. Ein klassisches Beispiel dafiir
sind sogenannte Schleifeninvarianten, die eingesetzt werden, um das Verhalten von
Schleifenkonstrukten zu analysieren [5].
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A. Ubungsaufgaben

Aufgabe A.1 (nochmal Quadrate *). Formulieren Sie die Losung von Beispiel 1.3
als Anwendung von Proposition 1.4 um!

Aufgabe A.2 (Invarianten? *). Wir betrachten die Abbildung

I, 7 — {-1,0,1}

—1 fallsz <0
r——><0 falls z =0
1 falls z > 0.

sowie die Abbildung I3: Z — {0, 1,2} aus Beispiel 1.2.
1. Ist I, eine Invariante von Z — Z, x +—— x? — 2021 -2 ?
2. Ist I3 eine Invariante von Z — Z, x — 22 — 2021 -2 ?
3. Ist I, eine Invariante von Z — Z, x +— 23?7
4. Ist I3 eine Invariante von Z — Z, x — 2% ?

Begriinden Sie jeweils Thre Antwort durch einen geeigneten Beweis oder ein Ge-
genbeispiel!

Aufgabe A.3 (Gleichungen *). Begriinden Sie jeweils Ihre Antwort!
1. Gibt es eine ganze Zahl z und ein n € N mit 23" = x + 2021 ?
2. Gibt es eine ganze Zahl x und ein n € N mit 22°22™ = 2020 - = + 2021 ?

Aufgabe A.4 (Quersummen *). Es bezeichne Q(z) die Quersumme einer natiirli-
chen Zahl (im Zehnersystem). Begriinden Sie jeweils Thre Antwort!

1. Gibt es eine natiirliche Zahl x mit = + Q(z) + Q(Q(x)) = 2021 ?
2. Gibt es eine natiirliche Zahl  mit x + Q(z) + Q(Q(z)) = 2022 ?

Aufgabe A.5 (Tetris **). Ist es moglich, ein Schachbrett mit Tetris-Steinen

zu iiberdecken, wobei der letzte Stein genau dreimal verwendet wird? (Die anderen
Steine diirfen beliebig oft verwendet werden und Steine diirfen dabei auch gedreht
werden.) Begriinden Sie Ihre Antwort!

Universitat Regensburg, Schnupperstudium Mathematik 2021, Invarianten, Clara Loh



Aufgabe A.6 (lteration **). Sei zy := 1 und y := 0. Zu n € Ny definieren wir
rekursiv

- Tp—1 — 12- Yn—1 12 Tp—1+ 9 Yn—1
= und y, = .
13 13
Wenn man z2 + y2 fiir natiirliche Zahlen n als Double-Werte mit dem Compu-

ter berechnet, erhdlt man (je nach Implementierung kénnen die Ergebnisse etwas
anders sein):

Ty -

no x4+ yn
1 1.0000000000000002
10 1.0000000000000002
100 0.9999999999999992
1000 0.9999999999999983
10000 1.0000000000000027
100000 0.9999999999999978
1000000 1.0000000000000657

Was wire das exakte Ergebnis? Begriinden Sie IThre Antwort! Warum erhélt man
bei Berechnungen als Double-Werte andere Ergebnisse?

Aufgabe A.7 (Farbwechselautomat ***). Ein Automat hat die Funktionalitéit, um
die Farbung eines Schachbretts wie folgt zu dndern; dabei bedeutet Farbwechsel,
dass weile Felder schwarz werden und schwarze Felder weif3:

e Farbwechsel einer Zeile.
e Farbwechsel einer Spalte.

e Farbwechsel einer diagonalen Linie (auch einer , kurzen“ Diagonalen, z.B.
einer einzelnen Ecke).

Kann dieser Automat ein gewohnliches Schachbrett in das folgende Muster umféirben?
Begriinden Sie Thre Antwort!

H_NEEE B

"

Aufgabe A.8 (Infektionen ***). Sieben Felder eines Schachbretts sind mit einer
mysteriosen Krankheit infiziert. Jede Stunde werden alle Felder neu infiziert, die
mindestens zwei horizontale /vertikale (nicht diagonale!) infizierte Nachbarn haben.
Ist irgendwann das gesamte Schachbrett infiziert?
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