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Aufgabe 1 (ganz kleine Kategorien). Beantworten Sie die folgenden Fragen
und begriinden Sie jeweils kurz Thre Antwort.

1. Welchem Konzept aus der Algebra entsprechen Kategorien mit genau ei-
nem Objekt?

2. Sind in einer Kategorie mit genau einem Objekt und genau drei Morphis-
men alle Morphismen bereits Isomorphismen?

3. Welchem Konzept aus der Algebra entsprechen Funktoren zwischen Ka-
tegorien mit genau einem Objekt?

4. Fiir welche n € N gibt es eine Kategorie mit genau zwei Objekten, die
genau n Morphismen enthélt?

Aufgabe 2 (Bille, Sphéren, Simplizes). Sei n € N (und sei S~1 := ().
1. Zeigen Sie: Die Raumpaare (A", JA™) und (D", S"~1) sind homdomorph.

2. Zeigen Sie, dass D"/S"~! zu S™ hombomorph ist.

Hinweis. Ist X ein topologischer Raum und A C X, so schreiben wir X/A
fiir den Quotientenraum X/~ mit der Quotiententopologie, wobei ,,~* die
Aquivalenzrelation

{(a,b) |a,be A} U{(z,2) |z€e X} C X xX
auf X ist.
Tllustrieren Sie Thre Argumente jeweils durch geeignete Skizzen!

Aufgabe 3 (Triforce vs. Ring). Klassifizieren Sie die folgenden Teilrdume von R?
bis auf Hom6omorphie und illustrieren Sie Thre Argumente jeweils durch geeig-
nete Skizzen:

Bitte wenden



Aufgabe 4 (universelle Eigenschaft des Pushouts). Seien Xy, X1, X5 topologi-
sche Rdume und seien i: Xg — X7 und i9: X9 — X, stetige Abbildungen.
Ein topologischer Raum X, zusammen mit stetigen Abbildungen j;: X; — X,
jo: Xo — X, erfillt die universelle Eigenschaft dieses Pushouts, wenn folgen-
des gilt: Es gilt jo 0io = j; 041 und fiir alle topologischen Rédume Z und alle
stetigen Abbildungen f1: X1 — Z, fo: Xo — Z mit f; oi1 = fo 0ig gibt es
genau eine stetige Abbildung f: X — Z mit

foji=/fi und fojs= fo
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In diesem Fall sagt man auch, dass
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ein Pushoutdiagramm topologischer Rdume ist.

1. Zeigen Sie, dass das Pushout X := X; Ux, X2 bezliglich 41 und 42, zu-
sammen mit den von den Inklusionen nach X; LI X5 induzierten stetigen
Abbildungen j;: X7 — X, jo: Xo — X, die universelle Eigenschaft
dieses Pushouts besitzt.

2. Zeigen Sie: Erfiillt ein topologischer Raum X', zusammen mit stetigen Ab-
bildungen ji: X1 — X', j4: Xo — X' die universelle Eigenschaft dieses
Pushouts, so gibt es einen kanonischen Hom&éomorphismus zwischen X
und X'.

Bonusaufgabe (Peano-Kurven). Zeigen Sie, dass es surjektive stetige Abbil-
dungen [0,1] — [0, 1] x [0, 1] gibt. Kann eine solche Abbildung injektiv sein?

keine Abgabe;
diese Aufgaben werden in der Ubung am 23. Oktober 2013 besprochen



