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Aufgabe 1 (Abelianisierung). Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Be-
griinden Sie jeweils kurz Thre Antwort (mit einem Beweis oder Gegenbeispiel).

1. Ist G eine Gruppe mit G, = 0, so ist G bereits trivial.

2. Ist G die Diedergruppe Dyp13 (d.h. die Isometriegruppe eines reguliren
2013-Ecks), so ist Gan, = Z/2.

Aufgabe 2 (Abelianisierung — universelle Eigenschaft). Sei G eine Gruppe und
sei m: G — (G, die kanonische Projektion.

1. Zeigen Sie, dass 7 die folgende universelle Eigenschaft besitzt: Ist A eine
abelsche Gruppe und ist p: G — A ein Gruppenhomomorphismus, so
gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus @: G, — A mit o = .

2. Zeigen Ist: Ist G’ eine abelsche Gruppe und 7’: G — G’ ein Gruppenho-
momorphismus, der obige universelle Eigenschaft besitzt, so gibt es genau
einen Gruppenisomorphismus ¥: G, — G’ mit Y o = 7.

Aufgabe 3 (Abelianisierung freier Gruppen). Sei X eine Menge und sei F ei-
ne freie Gruppe mit Basis X, d.h. X C F und fiir jede Gruppe G und jede
Abbildung ¢: X — G (von Mengen) gibt es genau einen Gruppenhomomor-
phismus g: F — G mit g|x = ¢. Sei m: F — F,, die kanonische Projektion.

1. Zeigen Sie, dass 7|x : X — Fy}, injektiv ist.
2. Zeigen Sie, dass Fyy, eine freie abelsche Gruppe mit Basis 7(X) ist.

Aufgabe 4 (Homologie-Sphéren). Sei n € N5g. Der topologische Raum X sei
eine Homologie-n-Sphdre, d.h. es gilt

Z falls k € {0,n}

Hy(X:7) =
kel ) {0 falls k e N\ {0,n}
fiir alle k € N.

1. Zeigen Sie: Ist X einfach zusammenhingend, so gibt es eine stetige Ab-
bildung f: S™ — X, fiir die H.(f;Z): H.(S™;Z) — H.(X;Z) ein Iso-
morphismus ist.

2. Schlagen Sie in der Literatur nach, was die Poincaré-Sphére ist und skiz-
zieren Sie kurz die Konstruktion und ihre wichtigsten Eigenschaften.

Bitte wenden



Bonusaufgabe (gruppentheoretischer Transfer). Sei G eine Gruppe und sei
H C G eine Untergruppe von endlichem Index m := [G : H]. Wir schrei-
ben i: H — G fiir die Inklusion.

1. Gibt es dann einen Gruppenhomomorphismus 7: G — H mit d,}, 0 Tap, =
m -idg,, ? Begriinden Sie Thre Antwort!

2. Falls Sie nicht an Algebraische Topologie I teilgenommen haben: Es sei
{91,-..,9m} C G ein Reprisentantensystem fiir H \ G und auflerdem sei
R: G — {g1,...,9m} die Abbildung, die jedem Gruppenelement g den
Représentanten der Nebenklasse H - g zuordnet. Wir betrachten

T: Gab — Hab

9] — [ng -g-R(gj-9)7"|

Zeigen Sie, dass T ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus ist mit

tap 0T =m-idg,, .

3. Falls Sie an Algebraische Topologie I teilgenommen haben: Konstruieren
Sie mit algebraischer Topologie einen Homomorphismus T: G, — Hap
mit

iabOT:m'idGab-
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