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Aufgabe 1 (Projektive Moduln über Gruppenringen).

1. Für welche Gruppen G ist der triviale ZG-Modul Z projektiv?

2. Für welche Gruppen G ist der triviale QG-Modul Q projektiv?

Aufgabe 2 (Kohomologische Dimension). Ist G eine Gruppe, so heißt

cd G := inf{n ∈ N∪{∞} | Z besitzt eine projektive ZG-Auflösung der Länge n}

die kohomologische Dimension von Γ; analog heißt

gdim G := inf{n ∈ N ∪ {∞} | es gibt ein Modell von BG der Dimension n}

die geometrische Dimension von Γ.

1. Zeigen Sie, dass die kohomologische Dimension einer Gruppe höchstens so
groß ist wie die geometrische Dimension.

2. Welche Gruppen haben kohomologische Dimension 0 ?

3. Sei n ∈ N. Bestimmen Sie die kohomologische und die geometrische Di-
mension von Zn.

Aufgabe 3 (Exaktheitseigenschaften von Hom). Sei R ein Ring.

1. Zeigen Sie, dass eine Sequenz B′ f ′
// B

f ′′
// B′′ // 0 von R-Rechtsmo-

duln genau dann exakt ist, wenn die entsprechenden Sequenzen

0 // HomR(B′′, A)
HomR(f ′′, idA)

// HomR(B,A)
HomR(f ′, idA)

// HomR(B′, A)

für alle R-Linksmoduln A exakt sind.

2. Geben Sie ein Beispiel für einen Z-Modul A und eine kurze exakte Sequenz
von Z-Moduln an, die zeigt, dass der Funktor HomZ( · , A) nicht exakt ist.

Aufgabe 4 (Adjungiertheit und Exaktheit). Seien R und S Ringe.

1. Zeigen Sie: Besitzt ein additiver Funktor F : Mod-R −→ Mod-S einen
rechtsadjungierten Funktor, so ist F rechtsexakt.

Hinweis. Ein additiver Funktor G : S-Mod −→ R-Mod ist ein rechtsad-
jungierter Funktor von F , falls es einen natürlichen Isomorphismus

HomS

(
F ( · ), ·

) ∼= HomR

(
· , G( · )

)
von abelschen Gruppen gibt.

2. Zeigen Sie, dass der Tensorproduktfunktor · ⊗R A : Mod-R −→ Ab für
jeden R-Linksmodul A rechtsexakt ist.

Abgabe am 12. November 2009, Besprechung am 19. November 2009


