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Die dreidimensionale diskrete Heisenberggruppe ist die Gruppe

H :=


1 x z

0 1 y
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ x, y, z ∈ Z

 ⊂ SL(3, Z).

Aufgabe 1 (Algebraische Eigenschaften der Heisenberggruppe).

1. Zeigen Sie, dass die Heisenberggruppe H in eine zentrale Erweiterung der
Form 1 −→ Z −→ H −→ Z⊕ Z −→ 1 passt.

2. Berechnen Sie die Abelianisierung Hab der Heisenberggruppe H.

Aufgabe 2 (Homologie der Heisenberggruppe). Berechnen Sie die Homolo-
gie H∗(H; Z) der Heisenberggruppe mit trivialen Koeffizienten über die Hoch-
schild-Serre-Spektralsequenz.

Aufgabe 3 (Kohomologische Dimension der Heisenberggruppe).

1. Zeigen Sie: Ist G eine Gruppe, so kann man die kohomologische Dimension
(s. Blatt 3) auch wie folgt beschreiben:

cd G = inf
{
n ∈ N

∣∣ für alle j ∈ N>n gilt Hj(G; · ) = 0
}
.

2. Zeigen Sie mit Hilfe der Hochschild-Serre-Spektralsequenz: Für jede Grup-
penerweiterung 1 −→ N −→ G −→ Q −→ 1 gilt

cd G ≤ cd Q + cd N.

3. Schließen Sie daraus, dass die Heisenberggruppe kohomologische Dimen-
sion 3 besitzt.

Aufgabe 4 (Ein Modell des klassifizierenden Raumes der Heisenberggruppe).

1. Zeigen Sie, dass es eine orientierte geschlossene zusammenhängende drei-
dimensionale Mannigfaltigkeit gibt, die ein Modell des klassifizierenden
Raums der Heisenberggruppe H ist.

2. Berechnen Sie mit Hilfe dieses Modells und Poincaré-Dualität die Homo-
logie von H mit Z-Koeffizienten.
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